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1 はじめに
(Bi, ∥ · ∥) (i = 1, 2)をそれぞれ 0Bi を零元として持つ Banach空間とする．特に断ら
ない限り，本講演集では扱う全ての Banach空間は複素数体 Cをスカラー体としてもつ
こととする．
Banach空間とは線形空間に完備なノルムが定義された空間のことであり，線形演算か
らなる代数構造やノルムから定義される距離構造など様々な数学的構造が存在する．こ
れら数学的構造はそれぞれ独立に存在するのではなくお互いに影響し合っていることが
知られている．
Banach空間上で定義された写像がある特定の数学的構造を保存するとき，その写像が
他の数学的構造にどのような影響を与えているのかもしくは制限しているのかを明らか
にすることが，いわゆる保存問題 (preserver problem)の大きな目的の 1つである．特に
Banach空間の距離構造を保存する写像である等距離写像に関する保存問題の研究は古く
から活発に行われている．等距離写像とは任意の 2点間の距離を保つ写像であり， 写像
T : B1 → B2 で条件

∥T (x)− T (y)∥ = ∥x− y∥ (x, y ∈ B1)

満たす写像のことである．
このような全射等距離写像に関する保存問題は「距離構造を保つことによって，他にど
のような数学的構造を保存あるいは制限するのか」について明らかにすることを目的と
している．

∗〒997 - 8511 山形県鶴岡市井岡字沢田 104
e-mail: dhirota@tsuruoka-nct.ac.jp
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Banach空間上の等距離写像に関する保存問題の研究において，重要な結果の 1つとし
て Banach–Stone の定理 [5, VI, Theorem 2.1] が知られている．この定理を述べるにあ
たり，いくつか記号と用語を準備する．
X をコンパクト Hausdorff空間とし，C(X)を X 上の複素数値連続関数全体からなる
線形空間とする．任意の元 f ∈ C(X)に対して，f の supノルム ∥f∥→ を

∥f∥→ = sup
x∈X

|f(x)|

と定義することで連続関数空間 (C(X), ∥·∥→)は Banach空間となる．ここで，Tを絶対
値が 1である複素数全体の集合（すなわち複素平面上の単位円周）とする．Banach–Stone

の定理はこのような連続関数空間における全射複素線形等距離写像の構造を明らかにし
た結果である．
定理（Banach–Stone の定理） Xi をコンパクト Hausdorff 空間 (i = 1, 2) とし，
T : C(X1)→ C(X2)を全射複素線形等距離写像とする．このとき，連続関数 ε : X2 → T
と同相写像 τ : X2 → X1 が存在して，

T (f)(y) = ε(y)f(τ(y)) (f ∈ C(X1), y ∈ X2)

が成り立つ．
この定理は，連続関数空間上の全射複素線形等距離写像の構造を明らかにしており，そ
のような写像は絶対値 1の複素数に値を取る連続関数と合成作用素との積，すなわち，荷
重合成作用素の形に限られることを述べている．さらに重要な点は全射複素線形等距離
写像から 2つの位相空間 X1 と X2 の間の同相写像 τ : X2 → X1 が誘導される点である．
このことは連続関数空間において，代数構造と距離構造がともに保存されるとき，位相構
造も自動的に保存されることを意味している．すなわち，連続関数空間に存在する様々
な数学的構造の間には密接な相互関係が存在していることを示唆している．
一方で，Mazur–Ulamの定理 [6, Theorem1.3.5]から 2つの Banach空間 B1 と B2 の
間の写像 T : B1 → B2 が全射等距離写像で零元を保存するとき，自動的に T は実線形写
像であることが導かれる．
定理（Mazur–Ulamの定理） Bi を Banach空間とする (i = 1, 2)．写像 T : B1 → B2

が全射等距離写像で T (0B1) = 0B2 であるとき，T は実線形である．ただし，0Bi は
Banach空間 Bi の零元を表す．
Mazur–Ulamの定理は 2つの Banach空間 B1 と B2 の間の写像が T (0B1) = 0B2 を満

たす全射等距離写像のとき，実線形であることを主張していることに加え，Banach空間
の距離距離構造が一致すれば自動的に代数構造も一致することを示している．この定理
により Banach空間上の全射等距離写像を研究する場合，複素線形は強い条件であり，そ
れよりも弱い条件である実線形を仮定することが自然であることがわかる．では先ほど
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述べた Banach–Stone の定理において全射等距離写像に複素線形ではなく実線形を仮定
した場合，写像 T の形はどうなるだろうか．この問題は [8]の結果を用いることで解決で
き，それにより以下の結果が得られる．
定理（実線形版 Banach–Stone の定理） Xi をコンパクト Hausdorff 空間 (i = 1, 2)

とし，T : C(X1) → C(X2) を全射実線形等距離写像とする．このとき，連続関数
ε : X2 → Tと同相写像 τ : X2 → X1，開かつ閉部分集合K ⊂ X2 が存在して

T (f)(y) =

{
ε(y)f(τ(y)) (y ∈ K),

ε(y)f(τ(y)) (y ∈ X2 \K)
(1)

が成り立つ．
この定理から全射等距離写像 T : C(X1)→ C(X2)に実線形を仮定した場合でも同相写
像 τ : X2 → X1が誘導されることがわかる．この定理とMazur–Ulamの定理から 2つの
連続関数空間の距離構造が保存されることで代数構造や位相空間も自動的に保存される
ことを表している．さらに任意の f ∈ C(X1)に対して，U(f)を次のように定義する．

U(f)(y) =

{
ε(y)T (f)(τ(y)) (y ∈ K),

ε(y)T (f)(τ(y)) (y ∈ X2 \K).
(2)

このとき写像 U : C(X1) → C(X2)は写像 T の形 (1)から全射複素線形等距離写像であ
ることがわかる．すなわち，2つの連続関数空間 C(X1)と C(X2)は距離構造が一致する
ことで他の数学的構造も自動的に保存され Banach空間として同型になることがわかる．
他にも連続関数空間以外の様々な関数空間の場合でも同様のことが成り立つことが知ら
れている [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 16, 19]．このことは Banach空間に存在する様々な数学
的構造は距離構造により決定されることを示唆している．そのため，等距離写像の研究
は現在まで様々な Banach空間に対して行われている．
2 ベクトル値連続関数からなる Banach空間上の等距離写像
実数や複素数などのスカラー体に値を取る連続関数からなる Banach 空間の他にもベ
クトル値連続関数からなる Banach 空間上の等距離写像の研究も活発に行われている．
X と Y をコンパクト Hausdorff空間としたとき，C(X,C(Y ))は次で定義される線型空
間である：

C(X,C(Y )) = {F : X → C(Y ) : F は X 上で連続 }. (3)

任意の F ∈ C(X,C(Y ))に対して，そのノルム ∥F∥→ を
∥F∥→ = sup

x∈X
∥F (x)∥→

と定義することで，(C(X,C(Y )), ∥·∥→)は Banach空間となる．この空間は次の定理から
連続関数空間 C(X × Y )と同一視できることがわかる．この定理の証明は [12, Section2]

の手法を参考にしたものである．
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定理 2.1 写像 U : C(X,C(Y ))→ C(X × Y )を
U(F )(x, y) = F (x)(y) (F ∈ C(X,C(Y )), (x, y) ∈ X × Y )

で定義すると，写像 U : C(X,C(Y ))→ C(X × Y )は全射複素線形等距離写像である．
証明の概略 写像 U が複素線形であることは定義からすぐにわかるため，U がノルムを
保存することを示す．任意の元 F ∈ C(X,C(Y ))をとり固定する．このとき，

|U(F )(x, y)| = |F (x)(y)| ≤ ∥F (x)∥→ ≤ ∥F∥→

が全ての (x, y) ∈ X × Y で成り立つので，∥U(F )∥→ ≤ ∥F∥→ がいえる．次に逆向きの不等式を示す．∥F∥→ の定義から任意の正の数 ε > 0に対して，
∥F∥→ −

ε

2
< ∥F (x)∥→ (4)

を満たす x ∈ X が存在する．同様に supノルムの定義から
∥F (x)∥→ −

ε

2
< |F (x)(y)| (5)

を満たす y ∈ Y が存在する．(4)と (5)から
∥F∥→ − ε < |F (x)(y)| = |U(F )(x, y)| ≤ ∥U(F )∥→

から ∥F∥→ − ε < ∥U(F )∥→ がいえる．ここで ε > 0 は任意の正の数であるため，
∥F∥→ ≤ ∥U(F )∥→ が成り立つ．以上より ∥U(F )∥→ = ∥F∥→ が証明された．最後に写像 U が全射であることを示す．G ∈ C(X × Y )を任意にとり固定する．この
とき任意の x ∈ X に対して，Gx : Y → Cを

Gx(y) = G(x, y) (y ∈ Y )

で定義する．関数 GはX × Y 上で連続であることから，Gx は Y 上で連続であることが
わかる．したがって，Gx ∈ C(Y )である．ここで関数 F : X → C(Y )を

F (x) = Gx (x ∈ X)

で定義して，F ∈ C(X,C(Y ))であることを示す．x ∈ X と ε > 0を任意にとり固定す
る．関数 GはX × Y 上で連続なので，それぞれの y ∈ Y に対して xの開近傍 Vy と yの
開近傍Wy が存在して

|G(x, y)−G(s, t)| < ε

2
((s, t) ∈ Vy ×Wy) (6)

Y はコンパクト Hausdorff空間で Y ⊂
⋃

y∈Y

Wy から

Y ⊂
m⋃

k=i

Wyk (7)
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となる y1, · · · , ym ∈ Y が存在する．X の部分集合 V と Y の部分集合W を
V =

m⋂

k=1

Vyk , W =
m⋃

k=1

Wyk

とすると V とW はそれぞれ xと yの開近傍である．s ∈ V を任意にとり固定する．任意
の y ∈ Y に対して (7)から y ∈ Wyk となる k ∈ {1, · · · ,m}が存在する．(s, y) ∈ V ×Wykであることと V ⊂ Vyk から (s, y) ∈ Vyk ×Wyk であることが成り立つ．したがって (6)

から
|F (x)(y)− F (s)(y)| = |G(x, y)−G(s, y)| < ε

2

が全ての y ∈ Y で成り立つ．したがって，s ∈ V であるならば
∥F (x)− F (s)∥→ ≤

ε

2
< ε

より F は xで連続である．x ∈ X は任意に選ばれた元であるため，F ∈ C(X,C(Y ))で
ある．F の定義から

U(F )(x, y) = F (x)(y) = Gx(y) = G(x, y) ((x, y) ∈ X × Y )

が成り立つので，写像 U が全射であることが示された．
定理 2.1 により，Banach 空間 C(X,C(Y ))は連続関数空間 C(X,Y )と同一視するこ
とができる．これと実線形版 Banach–Stone の定理を組み合わせることで，以下の定理
が得られる：
定理 2.2 Xi, Yi (i = 1, 2) をコンパクト Hausdorff 空間とし，T : C(X1, C(Y1)) →
C(X2, C(Y2))を全射実線形等距離写像とする．このとき，連続関数 ε : X2 × Y2 → Tと
同相写像 τ : X2 × Y2 → X1 × Y1，開かつ閉部分集合K ⊂ X2 × Y2 が存在して

U(T (f))(x, y) =

{
ε(x, y)U(F )(τ(x, y)) ((x, y) ∈ K),

ε(x, y)U(F )(τ(x, y)) ((x, y) ∈ (X2 × Y2) \K)
(8)

が成り立つ．
ここで今後の議論では関数空間 C(X,C(Y ))の線形部分空間 A上の全射等距離写像に
注目し，そのような部分空間においても同様のことが成り立つか考察する．定理 2.1の証
明と同じ方法で Aは連続関数空間 C(X × Y )の部分空間として埋め込むことができる：
定理 2.3 A ⊂ C(X,C(Y ))を線形部分空間とする．写像 U : A→ C(X × Y )を

U(F )(x, y) = F (x)(y) (F ∈ A, (x, y) ∈ X × Y )

とする．このとき，写像 U は複素線形等距離写像である．
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この定理により A上の全射実線形等距離写像 T : A→ Aに対して，B = U(A)とおく
ことで，写像 S = U ◦ T ◦ U−1 : B → B は C(X × Y )の部分空間 B 上の全射実線形等
距離写像として扱うことができる．

B B

A A

S

U−1

T

U

補足 本章では，関数空間 C(X,C(Y )) の全体ではなく，特定の構造を持つ線形部分空
間 Aに制限して，全射等距離写像の構造や誘導される位相的情報について考察する．こ
のような部分空間に制限した議論は，より具体的な応用や例への適用を可能にし，全空間
での定理を洗練・拡張する上で重要である．
これと同じような手法は連続関数からなる様々な Banach 空間である関数空間上の全
射等距離写像の構造を解明する際に繰り返し用いられてきた [7, 11, 12, 16]．特に，対象
となる関数空間をある特定の sup ノルムが定義された連続関数空間に埋め込むことは，
次に述べる Arens–Kelleyの定理 [6, Theorem 2.3.5]が適用できるために重要である．こ
の定理は関空空間上の全射等距離写像を解明する際，中心的な役割を果たしている．な
お，証明の詳細については [6, Theorem 2.3.5]をご覧いただきたい．以下，この定理を述
べるために必要となるいくつか記号を導入する．
定義 2.4 B を連続関数空間 C(X × Y ) の線形部分空間，B∗ を B の双対空間とする．
任意の (x, y) ∈ X × Y に対して δ(x,y) : B → Cを

δ(x,y)(F ) = F (x, y) (F ∈ B) (9)

と定義する．δ(x,y) を点 (x, y)における点値汎函数という．∥δ(x,y)∥op を δ(x,y) の作用素ノ
ルムとすると δ(x,y)の定義から ∥δ(x,y)∥op ≤ 1で δ(x,y) ∈ (B∗)1 = {ϕ ∈ B∗ | ∥ϕ∥op ≤ 1}で
あることがわかる．
また，全射実線形等距離写像 S : B → B を調べる際，次の B∗ の閉単位球 (B∗)1 の端

点を調べることが重要となる．(B∗)1 の端点 (extreme point)とは平面の凸多角形の頂点
にあたるものであり，以下のように定義される [5, V, Definition 7.1]．
定義 2.5（端点） B を連続関数空間 C(X × Y ) の線形部分空間とし，B∗ をその双対空
間とする．また，B∗ の閉単位球を

(B∗)1 = {ϕ ∈ B∗ | ∥ϕ∥ ≤ 1}

と表す．
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ϕ ∈ (B∗)1 が (B∗)1 の端点（extreme point）であるとは，任意の異なる ϕ1,ϕ2 ∈ (B∗)1

に対して
ϕ =

ϕ1 + ϕ2

2
−→ ϕ1 = ϕ = ϕ2

が成り立つことをいう．すなわち，ϕは (B∗)1 の異なる 2点の中点で表せない点である．
また，(B∗)1 のすべての端点全体の集合を ext(B∗)1 と記す．
以上の準備が整ったところで，Arens–Kelley の定理を述べる．この定理により

ext(B∗)1 に属する元の形を具体的に決定することができる．
定理 2.6（Arens–Kelley の定理） B を連続関数空間 C(X × Y ) の線形部分空間とす
る．任意の ϕ ∈ ext(B∗)1 に対して，

ϕ = zδ(x,y)

となる z ∈ Tと (x, y) ∈ X × Y が存在する．
さらに全射実線形等距離写像 S : B → B を用いて B∗ 上の全射実線形等距離写像

S∗ : B∗ → B∗ を以下のように定義することができる．この定義に関する詳細は，[10]を
ご覧いただきたい．
定義 2.7 S : B → B を全射実線形等距離写像とする．S∗ : B∗ → B∗ を以下のように定
義する；

S∗(ϕ)(f) = Re(ϕ(S(f)))− iRe(ϕ(S(if))) (ϕ ∈ B∗, f ∈ B)． (10)

このとき以下の定理が成り立つことが知られている [9, Proposition 1]．
定理 2.8 B を連続関数空間 C(X × Y )の線形部分空間とし，B∗ を B の双対空間とす
る．S : B → B が全射実線形等距離写像であるとき，S∗ : B∗ → B∗ は全射実線形等距離
写像である．
さらに定理 2.8から以下の定理が導かれる．
定理 2.9 B を連続関数空間 C(X × Y )の線形部分空間とし，S : B → B を全射実線形
等距離写像とする．このとき，

S∗(ext(B
∗)1) = ext(B∗)1

が成り立つ．
証明の概略 ϕ ∈ ext(B∗)1 を任意にとり固定する．S∗(ϕ) ∈ ext(B∗)1 であることを示
す．そのために φ1, φ2 ∈ (B∗)1 で

S∗(ϕ) =
φ1 + φ2

2
(11)
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であるとする．写像 S : B → B は全射実線形等距離写像であるから定理 2.8 より，
S∗ : B∗ → B∗ もまた全射実線形等距離写像であるから写像 S∗ は単射である．加えて，

S∗(ϕi) = φi (i = 1, 2)

となる ϕi ∈ (B∗)1 が存在する．ゆえに (11)から
S∗(ϕ) = S∗

(
ϕ1 + ϕ2

2

)

が成り立つため
ϕ =

ϕ1 + ϕ2

2

が得られる．ϕ ∈ ext(B∗)1 と ϕ1,ϕ2 ∈ (B∗)1 から ϕ1 = ϕ = ϕ2 であるため
φ1 = S∗(ϕ1) = S∗(ϕ) = S∗(ϕ2) = φ2

が成り立つ．したがって，S∗(ϕ) ∈ ext(B∗)1 が任意の ϕ ∈ ext(B∗)1 で成り立つので
S∗(ext(B

∗)1) ⊂ ext(B∗)1 (12)

が得られる．S∗ : B∗ → B∗ が全射実線形等距離写像であるため，(S∗)−1 もまた全射実
線形等距離写像である．そのため同様の議論を行うことで (S∗)−1 (ext(B∗)1) ⊂ ext(B∗)1

を得られることから
ext(B∗)1 ⊂ S∗(ext(B

∗)1) (13)

が成り立つ．(12)と (13)から定理 2.10が成り立つことがわかる．
この定理は写像 S∗ が (B∗)1 の端点を保存していることを示している．この結果と定理

2.6を組み合わせることで以下の定理が導かれる．
定理 2.10 S : B → B を全射実線形等距離写像とする．任意の z ∈ T と (x1, y1) ∈
X × Y に対して

S∗(zδ(x1,y1)) = wδ(x2,y2)

となる w ∈ Tと (x2, y2) ∈ X × Y が存在する．
定理 2.10により，写像 S∗は具体的に記述された (B∗)1の端点同士を対応させているこ
とがわかる．さらに部分空間 B が点分離性などの適切な条件を満たす場合には，[9, 10]

における手法を適用することができ，全射実線形等距離写像 S : B → B はある同相写像
を誘導し，その対応する写像 T : A → Aの形は (8)で与えられるように，荷重合成作用
素かその複素共役を伴う形になることが知られてる．
特に，ベクトル値連続関数からなる Banach空間上の全射実線形等距離写像に関する研
究において，自然な問題として次のような問いが提起される．講演者自身もこの問題に
強い関心を寄せている．
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問題 Bi を C(Xi × Yi)内の Banach空間 (i = 1, 2)とし，T : B1 → B2 を全射実線形等
距離写像とする．このとき，写像 T が同相写像 τ : X2 × Y2 → X1 × Y1 を誘導したとき，
すなわち，直積空間 X1 × Y1 と X2 × Y2 が同相であると仮定する．このとき直積空間の
同相写像 τ は各成分の位相空間が同相であることを必ず保証するか．
すなわち，2つの同相写像 τX : X2 → X1 と τY : Y2 → Y1 が存在して，

τ(x, y) = (τX(x), τY (y)) ((x, y) ∈ X2 × Y2) (14)

の形で表されるか．またこのような現象が生じるのはどのような関数空間で起きるのだ
ろうか．
もちろん直積空間 X1 × Y1 と X2 × Y2 の間に同相写像 τ : X2 × Y2 → X1 × Y1 が存在
したとしても (14)のようになるとは限らない．例えば以下のような例が存在する．
例 区間 I = [0, 1] とし，y ∈ I に対して

δ(y) =
1

8
sin(πy)

(
δ(0) = δ(1) = 0, |δ(y)| < 1

2

)

を定める．このとき，各 y ごとに増加同相 hy : I → I を

hy(x) =

⎧
⎨

⎩

2x
(
1
2 + δ(y)

)
, 0 ≤ x ≤ 1

2 ,
(
1
2 + δ(y)

)
+ 2
(
1− 1

2 − δ(y)
)(

x− 1
2

)
, 1

2 ≤ x ≤ 1

で与える（折れ線の一次写像の貼り合わせ）．写像
H : I × I −→ I × I, H(x, y) =

(
hy(x), y

)

を考える．このとき，
• H は同相写像である．実際，y を固定すれば x )→ hy(x) は I の同相写像であり，
y )→ hy も連続に依存する．よって H は連続かつ可逆で，逆写像は

H−1(u, v) =
(
h−1
v (u), v

)

と明示できる．
• H は境界 ∂(I × I)で恒等写像，つまり，H|∂(I×I) = idI×I となる.

• H は直積形 H(x, y) = (τ1(x), τ2(y)) にはならない．実際，x を固定して y を動か
すと第 1成分 hy(x) が y に依存して変化する．

筆者はこの問題やその周辺の課題について，新潟大学の三浦毅先生よりご教示いただ
いた．これを受けて，先行研究 [7, 12]を参考にしながら，リプシッツ関数空間 Lip(I)に
値をとる連続微分可能な関数空間 C1(I,Lip(I))上の全射実線形等距離写像の構造解明を
試みた．この問題を正確に述べるために必要となるいくつかの記号や定義を準備する．
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定義（関数空間 C1(I)と Lip(I)） I を 0 から 1 までの閉区間 [0, 1] とする．L→(I)を
閉区間 [0, 1] 上のルベーク測度について本質的に有界な可測関数からなる線形空間とす
る．任意の f ∈ L→(I)に対して，そのノルム ∥f∥L∞ を f の本質的上界，つまり，

∥f∥L∞ = ess sup
x∈I

|f(x)|

と定義することで，(L→(I), ∥ · ∥L∞)は Banach空間となる．
ここで用いた本質的上界（essential supremum）の定義及びその性質の詳細について
は，文献 [20, Definition 3.7] を参照されたい．
このとき，関数空間 C1(I)と Lip(I)をそれぞれ次のように定義する：

C1(I) ={f ∈ C(I) | f ′ ∈ C(I)},
Lip(I) ={g ∈ C(I) | g′ ∈ L→(I)}.

これら 2 つの関数空間 C1(I) と Lip(I) にはお互いに非常に似た性質をいくつか持つ
Banach空間である．まず両空間には自然な微分構造が存在し，任意の関数 f ∈ C1(I)と
g ∈ Lip(I)に対して導関数を持ちそれぞれ f ′ ∈ C(I)と g′ ∈ L→(I)である．また両空間
には同じようなノルムを定義でき，任意の f ∈ C1(I)と g ∈ Lip(I)に対してノルム ∥f∥1
と ∥g∥1 を

∥f∥1 = ∥f∥→ + ∥f ′∥→, ∥g∥1 = ∥g∥→ + ∥g′∥L∞ (15)

で定義する．このとき，(C1(I), ∥ · ∥1) と (Lip(I), ∥ · ∥1) は Banach 空間となる．以降，
本章の議論では関数空間 C1(I)および Lip(I)のノルムはそれぞれ (15)で定義されてい
るとする．次に線形空間 C(I,Lip(I))における微分を以下のように定義する．
定義 2.11（線形空間 C1(I,Lip(I))とその微分） 線形空間 C(I,Lip(I))を

C(I,Lip(I)) = {F : I → Lip(I) | F は I 上で連続 }

と定義する．F,G ∈ C(I,Lip(I))に対して，
lim
h→0

∥∥∥∥
F (t+ h)− F (t)

h
−G(t)

∥∥∥∥
1

= 0 (t ∈ I)

が成り立つとき，Gを F の導関数とし，G = D(F )とする．
通常の複素数値または実数値関数の場合は微分商は絶対値を用いて考えるが，

C(I,Lip(I)) の場合は関数の値域が Lipschitz 関数空間 Lip(I) であることから，ノル
ム ∥ · ∥1 を用いて微分を定義する．以降記号の簡略化のため，以下の略記を使用する．
注意 任意の F ∈ C(I,Lip(I))と s ∈ I に対して，

Fs = F (s), F ′
s = F (s)′
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とする．このとき，F ∈ C(I,Lip(I)) から F (s) ∈ Lip(I) となるため，Banach 空間
Lip(I) の定義から Fs ∈ Lip(I)，F ′

s ∈ L→(I) であることに注意する．また任意の
F ∈ C(I,Lip(I))と (s, x) ∈ I × I に対して，

F (s)(x) = F (s, x)

とすることで F ∈ C(I,Lip(I))を Fs ∈ Lip(I) (s ∈ I)を満たす I × I 上の連続関数とみ
なす．
定義 2.12（関数空間C1(I,Lip(I))） 関数空間C(I,Lip(I))の線形部分空間C1(I,Lip(I))

を
C1(I,Lip(I)) = {F ∈ C(I,Lip(I)) |D(F ) ∈ C(I,Lip(I))}

で定義する．任意の F ∈ C1(I,Lip(I))に対して F のノルム ∥F∥Σ を
∥F∥Σ = sup

s∈I
∥Fs∥1 + sup

t∈I
∥D(F )t∥1 (16)

と定めることで (C1(I,Lip(I)), ∥ · ∥Σ)は Banach空間となる．
f ∈ C1(I)と g ∈ Lip(I)に対して，関数 f ⊗ g : I → Lip(I)を

f ⊗ g(s) = f(s)g (s ∈ I) (17)

で定義すると，f ⊗g ∈ C1(I,Lip(I))であることが直ちに確認できる．ここで 1I : I → C
を 1の値を取る定数関数とし，(17)で f = 1I と g = 1I をそれぞれ代入すると

f ⊗ 1I(s, x) = f(s) ((s, x) ∈ I × I),

1I ⊗ g(s, x) = g(x) ((s, x) ∈ I × I)

が成り立つ．つまり，f ∈ C1(I)と g ∈ Lip(I)をそれぞれ f ⊗ 1I と 1I ⊗ gと同一視する
ことで C1(I,Lip(I))は 2つの Banach空間 C1(I)と Lip(I)を含み，かつ 2種類の微分
構造を持つ C(I × I)内の Banach空間であることがわかる．定義から明らかなように，
C1(I)と Lip(I)は互いに似た性質を持つ Banach空間であるが f ∈ C1(I)と g ∈ Lip(I)

のそれぞれの導関数が f ∈ C(I) と g′ ∈ L→(I) であるため微分構造が若干異なってい
る Banach 空間である．論文 [16] ではこれら 2 種類の微分構造の違いが C1(I,Lip(I))

上の距離構造にどのような影響を及ぼしているのか C1(I,Lip(I)) 上の全射等距離写像
を通して調べた．特に，全射等距離写像 T : C1(I,Lip(I)) → C1(I,Lip(I)) が同相写像
τ : I × I → I × I を誘導する場合に，これら 2つの微分構造の違いが τ に反映され

τ(x, y) = (τ1(x), τ2(y)) ((x, y) ∈ I × I)

のように 2つの同相写像 τi : I → I (i = 1, 2)に自然に分離されるか，あるいはそうなら
ないかを明らかにし，以下の結果を得た．
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定理 2.13（Hirota [16]） 写像 T を Banach空間 C1(I,Lip(I))上の全射実線形等距離
写像とする．このとき，定数 c ∈ Tと同相写像 τi ∈ {idI , 1I − idI}が存在し，

T (F )(s, x) = cF (τ1(s), τ2(x)) ((F ∈ C1(I,Lip(I)), (s, x) ∈ I × I))

or

T (F )(s, x) = cF (τ1(s), τ2(x)) ((F ∈ C1(I,Lip(I)), (s, x) ∈ I × I))

が成り立つ．ただし，idI : I → I は idI(t) = t (t ∈ I)で定義される I 上の恒等写像で
ある．
この結果から C1(I,Lip(I))上の全射実線形等距離写像は荷重合成作用素もしくはそれ
に複素共役がついた形になることが明らかになった．それに加えて写像 T から誘導され
た I × I 上の同相写像が C1 関数空間と Lipschitz関数空間 Lip(I)のそれぞれの変数に分
離され，2つの同相写像 τ1 と τ2 によって自動的に分離されることがわかった．この結果
は Banach 空間の微分構造と距離構造がお互いに影響を及ぼし合っていることを示唆し
た結果であるといえる．
3 連続関数空間とその部分空間に関する Tingley問題
近年では全射等距離写像の構造を決定している本質的な情報はどこに存在している
のかを明らかにする研究が注目されている．1987 年に D. Tingley は以下の問題を提唱
した．
問題（D. Tingley [21]） (Bi, ∥ · ∥i) を Banach 空間とし (i = 1, 2)，S(Bi) を

S(Bi) = {x ∈ Bi | ∥x∥i = 1}

で定まる Bi の単位球面とする．
任意の全射等距離写像 ∆ : S(B1) → S(B2) に対し，S(B1) 上で ∆と一致する全射実
線形等距離写像 T : B1 → B2 は存在するか，すなわち，T|S(B1) = ∆ を満たすような全
射実線形等距離写像 T が存在するか．
この問題は全射等距離写像 T : B1 → B2 の構造を決定する上で，本質的な情報が

Banach 空間 B の単位球面 S(B) に存在していることを主張している．言い換えれば，
Banach空間の単位球面が等距離同型であれば空間全体の距離構造もそれによって一意的
に決まることを主張している．これまで連続関数空間をはじめとする様々な連続関数か
らなる Banach 空間に関する Tingley 問題が肯定的に解決されてきた．一方で一般の場
合については 2次元 Banach空間の場合は [1]にて肯定的に解かれているが 3次元以上の
場合では現在でも未解決のようである．
連続関数からなる Banach 空間に関する Tingley 問題に対する初期の結果として知ら
れているのが 1994 年の R.S. Wang の結果 [22] である．ここで Ω を局所コンパクトな
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Hausdorff 空間とし，C0(Ω) を無限遠点で 0 に収束する Ω上の連続関数からなる線形空
間でとする．任意の f ∈ C0(Ω) に対して

∥f∥→ = sup
x∈Ω

|f(x)|

で定められるノルムにより，(C0(Ω), ∥ · ∥→) は Banach 空間となる．Wang はこの空
間における単位球面上の任意の全射等距離写像 ∆ : S(C0(Ω1)) → S(C0(Ω2)) が，空間
全体に拡張可能であること，すなわち全射実線形等距離写像 T : C0(Ω1) → C0(Ω2) で
∆ = T |S(C0(Ω1)) を満たすものが存在することを証明した．さらに連続関数空間よりも小
さい部分空間においても Tingley問題が解決されている．Hatori, Oi, Togashiは [13]に
て連続関数空間 C(X) の関数環の場合でも同様の結果が得られることを明らかにした．
関数環とは 1X(x) = 1 (x ∈ X) で定義される定数関数 1X を持ち，次の条件を満たす
C(X)の閉部分環 Aである．

• 任意の 2点 x, y ∈ X に対して，f(x) ̸= f(y)を満たすような f ∈ Aが存在する．
一方で，単位元の存在を仮定しない uniformly closed function algebra の場合でも Cueto-

Avellaneda, Hirota, Miura, Peralta により Tingley 問題が肯定的に解決されることが
明らかにされた [3]. この結果を述べるために Choquet boundary と uniformly closed

function algebra を定義する．詳しい背景や定義については，Choquet boundary は [6,

Definition 2.3.7]，uniformly closed function algebraについては [3, 8]をそれぞれご覧い
ただきたい．
定義 3.1（Choquet boundary） Aを連続関数空間 C0(Ω)の線形部分空間とする．各
x ∈ Ω に対して，点値汎函数 δx を

δx(f) = f(x) (f ∈ A)

で定めるとき，Ωの部分集合 Ch(A)を
Ch(A) = {x ∈ Ω | δx ∈ ext(A∗)1}

を線形部分空間 Aの Choquet boundary という．
定義 3.2（uniformly closed function algebra） Aを連続関数空間 C0(Ω)の閉部分環
とする．このとき，以下の条件を満たすとき，Aを C0(Ω)の uniformly closed function

algebra という：
• 任意の x ∈ Ωに対して，f(x) ̸= 0を満たす f ∈ Aが存在する．
• 任意の 2点 y, z ∈ Ωに対して，g(y) ̸= g(z)を満たす g ∈ Aが存在する．

Ch(A)は uniformy closed function algebra Aに属する関数の重要な情報を含む Ωの
部分集合である．特に次の 2つが成り立つ [8, Proposition 2.2, 2.3]：
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• 各 f ∈ Aに対して，|f(x)| = ∥f∥を満たす x ∈ Ch(A)が存在する．
• 任意の ε > 0と x ∈ Ch(A)に対して，

u(x) = 1 = ∥u∥→, |u(y)| < ε (y ∈ Ω \ U) (18)

を満たす関数 u ∈ A が存在する．このとき関数 u を A の peaking function と
いう．

[3]では peaking functionの対応を調べていくことで単位球面上の全射等距離写像の形を
以下のように明らかにした．
定理 3.3（Cueto-Avellaneda, H, Miura, Peralta [3]） Ai を C0(Ωi)(i = 1, 2) の
uniformly closed function algebraとする．∆ : S(A1)→ S(A2)が全射等距離写像である
とき，関数 ε : Ch(A2) → Tと同相写像 τ : Ch(A2) → Ch(A1)，部分集合 K ⊂ Ch(A2)

が存在して
∆(f)(y) =

{
ε(y)f(τ(y)) (y ∈ K)

ε(y)f(τ(y)) (y ∈ Ch(A2) \K)
(19)

が成り立つ．
この結果から写像 T : A1 → A2 を

T (f) =

⎧
⎨

⎩
∥f∥→∆

(
f

∥f∥→

)
(f ̸= 0A1)

0A2 (f = 0A1)

と定義することで (19)から T は T|S(A1) = ∆ を満たす全射等距離写像になるため，
uniformly closed function algebra に関する Tingley 問題は肯定的に解決されることが
わかる．ここで注目したいのは，全射等距離写像 ∆ : S(A1) → S(A2) から同相写像
τ : Ch(A2) → Ch(A1) が誘導される点である．この現象は 2 つの単位球面 S(A1) と
S(A2)の距離構造が一致することで関数が定義されている位相空間の位相構造も一致し
ていることを主張している．すなわち，uniformly closed function algebra では単位球
面の距離構造に Banach 空間全体の構造を特徴づける本質的な情報が含まれているとい
える．
uniformly closed function algebraは環の構造をもつため，通常の意味での関数の積に
ついて閉じている．一方で，一般の Banach空間の中には，積について閉じていない空間
が数多く存在する．例えば Lp 空間 (1 ≤ p < ∞)のような空間では，関数の積をとる操
作が閉じた演算とはならない場合がある．このような背景のもと，次の問いが生じる：
積について閉じているとは限らない Banach空間においても，Tingley問題は肯定的に解

決されるだろうか？
この問いに対する一つの答えを与えたのが，2022年の Hatoriによる研究である．Hatori

は [15]にて，Banach空間 B が complex Mazur–Ulam property を満たすための十分条
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件を与えた．この性質の始まりとされる Mazur–Ulam property は 2011 年に Cheng と
Dong により導入された概念であり，Tingley 問題と密接に関係している．そのため，
現在では Tingley 問題と同等もしくはそれ以上に研究がなされている．Mazur–Ulam

propertyに関する詳しい説明は [4]と [15]をご覧いただきたい．
さて，[15] の結果を用いることで連続関数空間 C0(Ω) の部分空間の一つである ex-

tremely C-regular subspaceでは単位球面の距離構造から空間全体の構造を復元できるこ
とがわかる．この空間は uniformly closed function algebra と非常に似た性質をもつ連
続関数空間 C0(Ω)の閉部分空間である．以下にその定義を記す．
定義 3.4（extremely C-regular subspace） Ωを局所コンパクト Hausdorff空間とす
る．連続関数空間 C0(Ω) の閉部分空間 A が extremely C-regular subspace であるとは，
任意の ε > 0と任意の x0 ∈ Ch(A)および x0 の任意の開近傍 U ⊂ Ωに対して，

f(x0) = 1 = ∥f∥→, |f(y)| < ε (y ∈ Ω \ U) (20)

を満たす関数 f ∈ Aが存在することである．
この定義の下で，[15]から次の定理が得られる．
定理 3.5（Hatori [15]） Aを C0(Ω)の extremely C-regular subspaceとし，Bを任意の
Banach空間とする．全射等距離写像 ∆ : S(A) → S(B)が存在するならば，TS(A) = ∆

を満たす全射実線形等距離写像 T : A→ B が存在する．
この定理は，extremely C-regular subspace と単位球面の距離構造が一致する Banach

空間は空間全体の距離構造も自動的に一致することを意味している．さらに，Mazur–

Ulamの定理により写像 T : A → B は実線形となるため，空間の代数構造の一部も保存
される．言い換えれば，extremely C-regular subspaceにおいては単位球面の距離構造に
空間全体の構造を特徴づける本質的な情報が含まれているということである．
4 !1–直和型関数空間に関する Tingley問題
Hatori による [15] の結果は complex Mazur–Ulam property を通じて Tingley 問題
の肯定的解決を導く十分条件を与えている．一方で，この条件を満たさない代表的な
Banach空間も存在する．その典型例が Lipschitz関数空間 Lip(I)や連続微分可能な関数
空間 C1(I)など自然な微分構造を備えた Banach空間である．
本章ではこのような Banach空間を対象とする !1-ノルムが定義された Banach空間に
関する Tingley問題の研究について述べる．Banach空間 Lip(I)は (15)で定義されるノ
ルムの他に様々なノルムが定義される．例えば，任意の g ∈ Lip(I)に対して g のノルム
∥g∥σ を

∥g∥σ = |g(0)|+ ∥g′∥L∞ (21)
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で定める．このとき (Lip(I), ∥ · ∥σ)は Banach空間となる．この Banach空間は，次に述
べるに補題により，Banach空間 Cと L→(I)の !1-ノルムによる直和空間と見なすことが
できる.

補題 4.1 C⊕#1 L→(I)を，ノルム
∥(z, f)∥1 = |z|+ ∥f∥L∞ ((z, f) ∈ C⊕ L→(I))

によって定義される Banach空間とする．
任意の g ∈ Lip(I)に対して，U(g) ∈ C⊕#1 L→(I)を

U(g) = (g(0), g′)

で定義する．このとき，写像 U : Lip(I) → C ⊕#1 L→(I) は全射複素線形等距離写像で
ある．
証明の概略 写像 U : Lip(I) → C ⊕#1 L→(I) の定義により U が複素線形かつ等距
離なのは明らかである．よって，残りは U が全射であることを示せば良い．任意の
(z, f) ∈ C⊕#1 L→(I)をとり固定する．I 上の関数 g を

g(x) = z +

∫ x

0

f(t)dm(t) (x ∈ I)

により定める (ただし，mは I 上の Lebesgue測度とする)．f ∈ L→(I)であることから，
g は I 上で絶対連続かつ g ∈ Lip(I)である．したがって，[20, Theorem 7.20]と g の定
義から

g(0) = z, g′ = f

であることがわかる．したがって，
U(g) = (g(0), g′) = (z, f)

が成り立ち，U が全射であることが示された．ゆえに，写像 U : Lip(I) → C⊕#1 L→(I)

は全射複素線形等距離写像である．
(Lip(I), ∥ · ∥σ)のように，複数の Banach空間の !1-直和空間は一般に [15]で与えられ
た十分条件を満たさないことが知られている [2, Remark 1]．応募者は Miura との共著
[17]にて，Banach空間 (Lip(I), ∥ · ∥σ)に関する Tingley問題を [23]とは異なる手法を用
いて肯定的に解決した．
定理 4.2（H, Miura [17]） ∆ : S(Lip(I)) → S(Lip(I))を ∥ · ∥σ に関する全射等距離
写像とすると，T|S(Lip(I)) = ∆を満たす全射実線形等距離写像 T : Lip(I) → Lip(I)が存
在する．
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さらに，Cabezas, Cueto-Avellaneda, Enami, Miura, Peraltaは上の結果をさらに一般
化し，extremely C-regular subspace Aと複素数体 Cの !1-直和である Banach空間に対
する Tingley問題を肯定的に解決した [2]．応募者はさらにこの結果を複数の Banach空
間の !1-直和空間である場合に拡張した．結果を述べる前にまず対象となる Banach空間
について述べる．
定義 4.3（!1-直和空間） Λを空でない集合とする．{Bλ}λ∈Λ を Banach空間の族とし，
集合 !1Λ(Bλ)を

∏

λ∈Λ

Bλ =

{
(fλ)λ∈Λ ∈

∏

λ∈Λ

Bλ

∣∣∣∣∣
∑

λ∈Λ

∥fλ∥ <∞
}

で定義する．任意の (fλ)λ∈Λ ∈ !1Λ(Bλ)に対して，(fλ)λ∈Λ のノルム ∥(fλ)λ∈Λ∥1 を
∥(fλ)λ∈Λ∥1 =

∑

λ∈Λ

∥fλ∥

と定めると，(!1Λ(Bλ), ∥ · ∥1)は Banach空間となる．
この Banach空間 !1Λ(Bλ)を族 {Bλ}λ∈Λ の !1-直和空間という．
この Banach空間は [17]で扱った (Lip(I), ∥ · ∥σ)をはじめとした代表的な Banach空
間を含んでいる．具体的な例については [2, 18]をご覧いただきたい．応募者は [18]にお
いて，!1-直和空間における Tingley問題に対して肯定的な結果を得ており，その構造的
特徴を明らかにした．
定理 4.4（Hirota [18]） M,N を空でない集合とし，!1M(Bµ) と !1N(Bν) をそれぞれ
Banach空間の族 {Bµ}µ∈M と {Bν}ν∈N の !1-の直和空間とする．写像∆ : S(!1M(Bµ))→
S(!1N(Bν))が全射等距離写像であるとき，T|S(#1M (Bµ)) = ∆を満たす全射実線形等距離写
像 T : !1M(Bµ)→ !1N(Bν)が存在する．
5 今後の展望
本稿で紹介した結果は現在進行中の研究の一部であり，今後はより一般的な Banach空
間への拡張を目指して研究を継続していく予定である．特に，本稿で扱った連続微分可
能な関数空間 (C1(I), ∥ · ∥1)や Lipschitz関数空間 (Lip(I), ∥ · ∥1)など，自然な微分構造
を備えた Banach空間における Tingley問題に焦点を当て，さらなる理論的発展を図って
いく．
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多孔質媒体内の浸透現象を記述する自由境界問題について
熊崎耕太 (京都教育大学教育学部)

概要
本発表では，多孔質材料内部における拡散物質の浸透現象を記述する自由境界問題について，古典的なステ
ファン問題を出発点として考察する．自由境界問題は，解を求める領域の境界の位置が時間とともに変化
し，かつその位置が解の一部として決定される問題である．このような問題は，氷の融解，腫瘍の成長，生
物の生息領域拡大など，自然界や工学分野の様々な現象で現れる数学的枠組みである．

1 自由境界問題
代表的な自由境界問題として，ステファン問題が知られている．ステファン問題は，1831年に J. Stefan
によって氷の形成過程を記述するために定式化された．この問題は，固体と液体の境界が移動する現象を数
学的にモデル化したものである．
1.1 具体的な設定と数学的定式化
初期状態で一様に 0℃となっている氷柱を考える．時刻 t = 0から，氷柱の底面（z = 0）に熱源を接触
させ，一定温度 T ℃（T > 0）に保つ．時間の経過とともに底面から氷が融解し，水の領域と氷の領域が形
成される．水の領域では，温度は底面の T ℃から氷との界面の 0℃まで連続的に変化する．この問題を数
学的に定式化するために以下の記号を用いる:

• z : 氷柱の底からの距離
• u(t, z): 時刻 t, 距離 z における温度
• s(t) : 水と氷の境界

z = s(t)0℃

熱源 T ℃

氷（固相）
0℃

水（液相）
0 < u < T

z

0

(a) ステファン問題の物理的設定
s(t1) s(t2) s(t3)

0

T

z

温度
u
(t
,
z
)

t = t1
t = t2
t = t3

(b) 温度分布の時間発展
図 1: 氷の融解過程における温度分布と自由境界の移動
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この記号のもとでは，時刻 t > 0において，水の領域を 0  z  s(t)，氷の領域を z > s(t)と表すこと
ができる．水の領域では温度は T ℃（z = 0）から 0℃（z = s(t)）まで単調に減少し，氷の領域では温度
は一様に 0℃である．移動境界 z = s(t)は時間とともに増加する（s

0(t) > 0）．この融解過程では，底面か
ら供給される熱が水中を伝導し，界面に到達した熱が氷の融解に使われる．
数学的定式化
ステファン問題は温度 u(t, z)と水の氷の境界 s(t)を用いて，次のように定式化される．時刻 t 2 [0, T ]

における水の領域を ⌦(t) = {z 2 R : 0 < z < s(t)}とする．u : [0, T ]⇥⌦(t) ! Rと s : [0, T ] ! R+ は以
下の連立系を満たす：

8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

@u

@t
� k

@
2
u

@z2
= 0 in QT := {(t, z) | 0 < t < T, 0 < z < s(t)}

u(t, 0) = f(t) on (0, T )

u(t, s(t)) = 0 on (0, T )

ds

dt
(t) = �k

@u

@z
(t, s(t)) on (0, T )

s(0) = s0, u(0, z) = u0(z) for z 2 [0, s0]

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.1)式は水の領域で熱が熱伝導方程式に従って伝わること，(1.2)は氷の底面 (z = 0)で熱源 f(t)に触
れていること，(1.3)は水と氷の境界 (z = s(t))では温度が 0であることをそれぞれ表している．ここで，
重要なのは (1.4)式の自由境界条件である．これは「氷に到達する熱流束が大きいほど，氷は速く融解する」
という物理法則を数学的に表現したものである．
自由境界問題の本質的困難：
この問題の数学的な難しさは，解を求めるべき領域 QT 自体が未知関数 s(t)に依存することにある．つ
まり，解と同時に解の定義域も求める必要がある．この困難を克服するため，変数変換 y = z/s(t)により
移動領域を固定領域 [0, 1]に変換する手法が有効である．

z

t

s(t)

QT

s0元の座標系 (t, z)

y = z

s(t)

y

t

(0, T )⇥ (0, 1)

0 1変換後の座標系 (t, y)

z = ys(t)

図 2: 領域変換による固定領域への帰着

変換後の未知関数 v(t, y) = u(t, ys(t))は固定領域 (0, T )⇥ (0, 1)で定義され，元の問題は v と sに関す
る連立系に書き換えられる．この変換により，未知領域の問題が固定領域での非線形問題に帰着される．こ
れにより，偏微分方程式の初期値境界値問題を解くための理論，例えば発展方程式（無限次元空間上の常微
分方程式）の理論を適用することが可能となる．

21



1.2 可解性と挙動に関する結果
ステファン問題{(1.1)-(1.5)}は，古くから研究されており，これまでに解の存在や解の挙動に関する豊富
な結果が知られている．例えば，f(t) = T（定数）の場合，関数 uと自由境界 s(t)は以下のように決定さ
れる:

u(t, z) ⇠
Z

↵

z
2
p

kt

e
�z

2

dz (↵ > 0), s(t) ⇠ 2↵
p
kt

ここで ↵は (1.2)式などにより決定される定数である．後者の自由境界 s(t)の挙動は，z = s(t)を u(t, z)

に代入することによって得られる．これは融解界面が時間の平方根に比例して進行することを表している．
一般の f(t)の場合，[7]において，s0 > 0で f(t) (0  t  T )と u0 (0  z  s0)が微分可能な関数である
場合に，ステファン{(1.1)-(1.5)}が一意解 (s, u)を持つことを示している．ここでいう解 (s, u)は次のよう
な条件をみたすものをいう：

(S1) s(t) > 0かつ s(t)は 0 < t  T で連続的微分可能．
(S2) 領域 D (0 < z < s(t), 0 < t < T )において，ut, uzz は連続かつ (1.1)を満たす．
(S3) (0, T )上で (1.2)-(1.4)を満たす．また s(0) = s0 かつ [0, s0]上で u(0, z) = u0(z)を満たす．
また，[2]では s0 > 0で u0 と f がそれぞれ [0, s0]上および [0, T ]上で区分的に連続である場合に，[3]
では s0 > 0で u0 と f がそれぞれ [0, s0]上および [0, T ]上で非負で有限個のジャンプ点以外で連続の場合
に，ステファン問題{(1.1)-(1.5)}の一意解 (s, u)の存在を証明している．
異なる境界条件下における問題として，条件 (1.2)の代わりに

�@u
@z

(t, 0) = f(t) on (0, T ) (1.6)

を課したステファン問題{(1.1), (1.6), (1.3)-(1.5)}が挙げられる．[4, 5]では f(t)が時間に関して一定の場
合，[1]では f(t)を (0, T )上非負で連続な場合に一意解 (s, u)の存在と証明している．また，[6]では，以下
のように (1.3)と (1.4)を一般化した条件ものとでのステファン問題の解の存在と一意性が示されている．

u(t, s(t)) = F (t, s(t)),

@u

@z
(t, s(t)) = �(t, s(t))st(t) + µ(t, s(t))

ここで，F , �, µ はそれぞれ時刻 t と位置 z に依存する関数である．ここの挙げた結果はごく一部である
が，これ以外にも (1.1)式に反応項がある場合や (1.6)式を一般化したものなどステファン問題に対する結
果は数多くあり、現在も解析が進められている．
以下に，ステファン問題{(1.1)-(1.5)}の解が持つ基本的な解の性質を挙げる．
定理 1. (0, T )上で f(t) � 0かつ [0, s0]上で u0(z) � 0のとき

(i) 温度の非負性：u(t, z) � 0 for (t, z) 2 QT

(ii) 自由境界の単調性：s
0(t) � 0 for t 2 (0, T )

定理 2. 二つの解 (u1, s1), (u2, s2) に対し，初期・境界データが u01  u02 かつ f1  f2 を満たすなら，
s1(t)  s2(t)かつ共通領域で u1  u2．
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定理 1の結果において，自由境界の単調性は融解が進行することを意味している．その証明は，最大値原
理に基づく．すなわち (1.1)のような放物型方程式を満たしている場合，その解は領域の境界で最大値と最
小値を達成する．本問題の場合，u(t, 0) = f(t) � 0, u(0, z) = u0 � 0, u(0, z) = u0 � 0より領域の境界上
で u(t, z) � 0であることから定理 1の (i)が得られる．特に s(t)近傍で u > 0であることも分かるので，
@u

@z
(t, s(t)) < 0となり，(1.4)から定理 2の (ii)が成り立つことがわかる．定理 2は定理 1と背理法を用い

て示される．
また，以下のような自由境界 s(t)の表示式も知られている．

s
2(t) = s

2
0 + 2

Z
t

0
f(⌧)d⌧ + 2

Z
s0

0
zu0(z)dz � 2

Z
s(t)

0
zu(t, z)dz

(表示式の導出) 方程式 (1.1)に z を掛けて区間 [0, s(t)]で積分すると
Z

s(t)

0
zut(t, z)dz � k

Z
s(t)

0
zuzz(t, z)dz = 0

が得られる．部分積分用いると第一項と第二項は以下のようになる．
Z

s(t)

0
zut(t, z)dz =

d

dt

✓Z
s(t)

0
zu(t, z)dz

◆
� s(t)u(t, s(t))st(t)

=
d

dt

✓Z
s(t)

0
zu(t, z)dz

◆
,

k

Z
s(t)

0
uzzzdz = k

Z
s(t)

0


(uz(t, z)z)z � uz(t, z)

�
dz

= kuz(t, s(t))s(t)� (u(t, s(t))� u(t, 0)) = kuz(t, s(t))s(t) + u(t, 0)

ここで，u(t, s(t)) = 0を用いている．自由境界条件 st(t) = �kuz(t, s(t))より，
kuz(t, s(t))s(t) = �st(t)s(t) = �1

2

d

dt
s
2(t)

である．これらを元の積分方程式に代入し区間 [0, t]で積分することにより，表示式が導かれる．
この表示式を用いて，以下の自由境界 s(t)の詳細な挙動が導出される．
定理 3 (自由境界の挙動). 関数 f(t)が R1

0 f(t)dt = 1かつ lim sup
t!1

f(t) = 0を満たしているとする．こ
のとき，

s(t) ⇠
✓
2

Z
t

0
f(⌧)d⌧

◆1/2

この結果は，様々な時間変化する熱源に対する融解境界の長時間での挙動を示しており，定理 3におけ
る f(t)として f(t) = ↵t

�� (↵ > 0, 0 < � < 1)や f(t) = ↵t
�1(↵ > 0)などが挙げられる．

2 多孔質材料内の浸透現象
2.1 物理的背景と研究動機
気泡ゴムは，ゴムの樹液に発泡剤を加えてスポンジ状に成形した多孔質材料である．このような多孔質材
料は，建築材料，フィルター，生体材料など幅広い分野で使用されており，その内部での物質輸送現象の理
解は工学的に重要である．
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本研究では，気泡ゴム内の拡散物質の浸透現象に着目する．具体的には，気泡ゴムを溶液に浸した際に拡
散物質がゴム内部に浸透し，材料が膨潤する過程を考察する．この現象では，拡散物質の濃度分布と浸透位
置（拡散フロント）の時間発展を理論的に導出することが主な関心事である．
2.2 具体的な設定と数学的定式化
拡散物質が溶けている溶液に気泡ゴム（内部の構造は一様とする)を浸すことを考える．時刻 t = 0にお
いて，気泡ゴムの底面 (z = 0)が溶液と接しているものとすると，時間経過とともに，底面から拡散物質が
流入し，拡散物質の領域 (浸透領域)と拡散物質のいない領域 (未浸透領域)が形成される．拡散物質の領域
では，拡散物質の濃度が連続的に変化する．この問題を数学的定式化するために以下の記号を用いる．

• z : 気泡ゴムの底からの距離
• u(t, z): 時刻 t, 距離 z における拡散物質の濃度
• s(t) : 拡散物質の領域と拡散物質のいない領域の境界

溶液（濃度 b(t)）

z = s(t)

浸透領域

未浸透領域

z

0

(a) 気泡ゴム内の拡散物質浸透の模式図
s(t1) s(t2) s(t3)

0

C0

z

濃度
u
(z
,
t
)

t = t1
t = t2
t = t3

(b) 濃度分布の時間発展（浸透問題）

この記号のもとでは，時刻 t > 0において，浸透領域を 0  z  s(t)，未浸透領域を z > s(t)と表すこ
とができる。浸透領域では，底部 (z = 0)から拡散物質が吸収され，拡散物質の濃度がしだいに高まること
を考える．初期条件として，t = 0ではわずかに浸透領域があるものとして s(0) = s0(s0 は微小な正値)で
[0, s0]では u0 � 0とする．
数学的定式化
浸透問題は拡散物質の濃度 (u, z)と浸透領域と未浸透領域の境界 s(t)を用いて，次のように定式化され
る．時刻 t 2 [0, T ]における拡散物質の領域を ⌦(t) = {z 2 R : 0 < z < s(t)}とする．u : [0, T ]⇥⌦(t) ! R
と s : [0, T ] ! R+ は以下の連立系を満たす：

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

ut � uzz = 0 in (0, T )⇥ (0, s(t))

� uz(t, 0) = �(b(t)� �u(t, 0)) on (0, T )

� uz(t, s(t)) = u(t, s(t))st(t) on (0, T )

st(t) = a0(u(t, s(t))� '(s(t))) on (0, T )

s(0) = s0, u(0, z) = u0(z) for z 2 [0, s0]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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ここで，b(t)は溶液内の拡散物質の濃度，� > 0は吸収率を表すパラメータ，� > 0は表面での濃度平衡
に関する係数，a0 > 0はフロント移動の速度を制御するパラメータ，'(s)は重力など浸透抑制効果を表す
関数である．(2.1)式は，拡散物質が拡散方程式によって広がることを表現しており，(2.2)式と (2.3)式は
具体的な設定に基づく境界条件である．その物理的意味と導出は以下である．固定端 z = 0における条件
(2.2)は，溶液とゴム表面での物質輸送を記述する．この条件は以下のように解釈される：

• b(t) > �u(t, 0)のとき：uz(t, 0) < 0となり、拡散物質が材料内部へ流入
• b(t) = �u(t, 0)のとき：uz(t, 0) = 0となり、平衡状態で流入なし
• b(t) < �u(t, 0)のとき：uz(t, 0) > 0となり、拡散物質が材料から流出
自由境界 z = s(t)における条件 (2.3)は，質量保存則から導出される．時間区間 [t, t+�t]における物質
収支を考えると：

Z
s(t)

0
u(t, z)dz � uz(t, 0)�t =

Z
s(t+�t)

0
u(t+�t, z)dz.

�tで両辺を割り，�t ! 0の極限をとると：
�uz(t, 0) =

Z
s(t)

0
ut(t, z)dz + st(t)u(t, s(t))

=

Z
s(t)

0
uzz(t, z)dz + st(t)u(t, s(t))

= uz(t, s(t))� uz(t, 0) + st(t)u(t, s(t)).

これより，�uz(t, s(t)) = u(t, s(t))st(t)が得られる．この自由境界上の条件は古典的なステファン問題と
本質的に異なっている．

ステファン問題

x

温度 u

s(t)

u > 0 u = 0

ux < 0

浸透問題

x

濃度 u

s(t)

u > 0

u 6= 0

図 4: 横方向から見たステファン問題と浸透問題の移動境界と未変化領域

• ステファン問題：u(t, s(t)) = 0（相境界で温度が融点），st(t) = �uz(t, s(t))

• 浸透問題：u(t, s(t)) > 0（境界でも濃度が存在），st(t) = a0(u(t, s(t))� '(s(t)))

浸透問題では，もし u(t, s(t)) = 0 とすると，条件 (2.3) から uz(t, s(t)) = 0 となり境界は移動しない．
実際、(2.3)と (2.4)を組み合わせると

�uz(t, s(t)) = u(t, s(t))st(t) = a0u(t, s(t))(u(t, s(t))� '(s(t)))

となる．これは，境界での濃度 u(t, s(t))が大きいほど，境界の移動速度が速くなることを示している．こ
の点がステファン問題との大きな違いであり，本問題の数学的特徴である．
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実験との比較
S. Nepal et al. [16]では，'(r) = ↵r（線形抑制効果）の場合について，実験データと数値計算結果の比
較が行われた．パラメータ値として ↵ = 1/5, 1/10, 1/20および a0 = 10, 100, 1000を用いた結果，以下の
ような振る舞いが観察された：

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

1

2

3

4

時間 [min]

拡散
フロ

ント
[m

m
] ↵ = 1/5

↵ = 1/10
↵ = 1/20

実験データ

図 5: 拡散フロントの時間発展：実験データと数値計算の比較

興味深いことに，古典的なステファン問題では s(t) ⇠
p
tという振る舞いが知られているが，浸透問題で

は s(t) ⇠ t
�（� > 0）というべき乗則が示唆されている．ステファン問題でも浸透問題でも同じ偏微分方程

式に支配されているにもかかわらず，自由境界の振る舞いに違いが生まれているのは境界条件の非線形性
と浸透抑制効果 '(s)の存在に起因すると考えられる．
2.3 先行研究との関連、仮定と解の定義
多孔質材料内の拡散物質浸透現象を記述する自由境界問題 (2.1)-(2.5)については，これまでに系統的な
数学解析が進められてきた．[9, 10]では，有界な関数 �(r), '(r)に対して解の存在と一意性を証明してい
る．また，時刻 t = 0から拡散物質が流入し続け，総流入量が無限大になるという条件

lim
t!1

Z
t

0
�(b(⌧)� �u(⌧, 0))d⌧ = 0

のもとで，自由境界が時間経過に伴って無限大に発散することも示している．
[11]では，線形成長条件 �(r) = �rかつ浸透抑制効果なし（' = 0）の場合に焦点を当て，解の存在と一
意性を示した．加えて，先のような積分条件がなくても，自由境界が時間経過に伴って無限大に発散するこ
とを明らかにした．最近の研究では，[12]において，�(r) = �r かつ '(r) = ↵r (↵ > 0)の場合に，解の
存在と一意性を証明した．加えて，解の持つ性質から有限浸透性という重要な性質が発見された，この結果
をもとに，[13]では，自由境界が長時間経過後に，浸透抑制力 ↵に応じたある有限値に近づくことを証明
した．
本講演では，実験結果との対応が良い線形の場合，�(r) = �r かつ '(r) = ↵r に焦点をあてる．ここで，
いくつかの関数空間を定義しておく．
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数学的記号と関数空間
⌦ ⇢ Rd (d � 1)を開集合，1  p < 1とする．L

p(⌦)を可測関数 f : ⌦ ! R [ {±1}で，|f |p が ⌦上
可積分であるものの集合とする．f 2 L

p(⌦)のとき
|f |Lp(⌦) :=

✓Z

⌦
|f(x)|pdx

◆1/p

とおく．L
1(⌦) は可測関数 f で本質的上限が有限，すなわち ess sup

x2⌦|f(x)| < 1 となるものの集合
とし

|f |L1(⌦) := ess sup
x2⌦|f(x)|

とおく．また，W
1,p(⌦)は L

p(⌦)に属する関数 f ですべての |↵|  1に対して一階弱微分D↵f が存在し，
D↵f 2 L

p(⌦)となる集合と定義する．f 2 W
1,p(⌦)のとき

|f |W 1,p(⌦) :=

 X

|↵|1

|D↵f |pLp(⌦)

�1/p

とおく．特に，p = 2のときは
(u, v)L2(⌦) =

Z

⌦
u(x) · v(x)dx for u, v 2 L

2(⌦),

(u, v)W 1,2(⌦) =
X

|↵|1

Z

⌦
D↵u(x) ·D↵v(x)dx for u, v 2 W

1,2(⌦)

という内積を備えているヒルベルト空間となる．以後、W
1,2(⌦) = H

1(⌦)と書く．
本問題の仮定 以下の仮定を置く．
(A1) � > 0, � > 0, a0 > 0, ↵ > 0

(A2) s0 > 0, u0 2 L
1(0, s0) on [0, s0]: u0 � 0 on [0, s0]

(A3) b, bt 2 L
2(0, T ): b � 0 on [0, T ], b⇤ = max

⇢
max
0tT

b(t), r|u0|L1(0,s0)

�

(A2)が意味していることは，時刻 t = 0でわずかに浸透しており (s0 > 0)，初期の濃度は非負で有界で
あるということである．
ステファン問題と同様に，解くべき領域が未知関数 s(t)に依存している．この問題を克服するため関数

ũ(t, y) = u(t, ys(t)) (y 2 [0, 1])を用いて固定領域 [0, T ]⇥ [0, 1]上に変換する．変換後の方程式系は固定領
域上の偏微分方程式系となるが，係数に s(t)が現れる構造を持つ :

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

ũt �
1

s2(t)
ũyy =

yst(t)

s(t)
ũy on (0, T )⇥ (0, 1)

� 1

s(t)
ũy(t, 0) = �(b(t)� �ũ(t, 0)) on (0, T )

� 1

s(t)
ũy(t, 1) = ũ(t, 1)st(t) on (0, T )

st(t) = a0(ũ(t, 1)� ↵s(t)) on (0, T )

s(0) = s0, ũ(0, y) = u0(ys0)(=: ũ0(y)) for y 2 [0, 1]

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
(2.10)
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ここで，[0, T ]上の関数 sと (0, T ) ⇥ (0, 1)上の関数 ũが次の条件をみたすとき問題{(2.6)-(2.10)}の解
という:

(S1) s(t) > 0かつ s(t)は 0 < t < T で微分可能かつ有界．
(S2) 0 < t < T において、ũt(t) 2 (H1(0, 1))⇤ (H1(0, 1)の共役空間)かつ ũy(t) 2 L

2(0, 1)で，適切な
テスト関数に対する以下の弱形式をみたす:

Z
T

0
hũt(t), z(t)idt+

Z
T

0

1

s2(t)
(ũy(t), zy(t))dt

+

Z
T

0

1

s(t)
ũ(t, 1)st(t)z(t, 1)dt�

Z
T

0

1

s(t)
�(b(t)� �ũ(t, 0))z(t, 0)dt

=

Z
T

0

Z 1

0

yst(t)

s(t)
ũy(t)z(t)dydt

(S3) 0 < t < T において，(3.4)を満たす．また，s(0) = s0 かつ [0, 1]上で ũ(0, y) = ũ0(y)を満たす．
ここで，hũt(t), z(t)iは (H1(0, 1))⇤とH

1(0, 1)との双対組である．(S2)は，もし ũt(t), ũyy(t) 2 L
2(0, 1)

ならば，直接 (2.6)-(2.8)を満たすということを意味しており，関数 ũが (2.6)-(2.8)を弱い意味で満たすこ
とを表している．
2.4 可解性と挙動に関する結果
定理 4 (時間局所的な解の存在と一意性). (A1)-(A3)の下で，問題{(2.6)-(2.10)}は時間局所的に一意解を
持つ，すなわち，ある T

⇤
> 0が存在して，区間 [0, T ⇤]において一意的な解 (s, ũ)が存在する．

(定理 4の証明の概略) 解の存在は，次のようにして証明される．まず，与えられた関数 s(t)に対して，
次の補助問題 (AP)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

ũt �
1

s2(t)
ũyy =

yst(t)

s(t)
ũy on (0, T )⇥ (0, 1)

� 1

s(t)
ũy(t, 0) = �(b(t)� �ũ(t, 0)) on (0, T )

� 1

s(t)
ũy(t, 1) = a0ũ(t, 1)(ũ(t, 1)� ↵s(t)) on (0, T )

ũ(0, y) = ũ0(y) for y 2 [0, 1]

を解き，解 ũ(t, z)を求める．次に，解 ũ(t, z)を用いて，(2.9)の積分方程式として与えられる以下の写像 �:

�(s) = s0 +

Z
t

0
a0(ũ(⌧, 1)� ↵s(⌧))d⌧

を考え，(0, T )上の 2乗可積分な関数の空間 L
2(0, T )における縮小性を示す．これにより，バナッハの不

動点定理を適用する．
(証明における技術的詳細) 補助問題の解を求める際は，以下の補助問題に対する近似問題 (AP)" を出発
点としている: 各 " > 0に対して，

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

ũt(t, y)�
1

s2(t)
ũyy(t, y) =

yst(t)

s(t)
⌘y(t, y) for (t, y) 2 (0, T )⇥ (0, 1),

� 1

s(t)
ũy(t, 0) = �(b(t)� �ũ(t, 0)) for t 2 (0, T ),

� 1

s(t)
ũy(t, 1) = a0((ũ(t, 1))

2 � ↵(⇢" ⇤ ⌘)(t, 1))s(t)) for t 2 (0, T ),

ũ(0, y) = ũ0"(y) for y 2 [0, 1]
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ここで，⌘ は適切に与えられた (0, T )上の関数，⇢" は [�", "]にサポートをもつ軟化子で ⇢" ⇤ ⌘ は ⌘ と ⇢"

との合成積である (⌘ は (0, T )では ⌘, (0, T )の外側では 0で拡張した関数である):

(⇢" ⇤ ⌘)(t, 1) =
Z 1

�1
⇢"(t� s)⌘(s, 1)ds for t 2 [0, T ],

また，ũ0" は {ũ0"} ⇢ H
1(0, 1)で |ũ0"|L2(0,1)  |ũ0|L2(0,1) + 1かつ "! 0のとき ũ0" ! ũ0 in L

2(0, 1)と
なる ũ0 の近似関数である．
この近似問題に対して，以下の劣微分作用素によって支配されるヒルベルト空間 H 上の発展方程式の理
論 (cf. [8])を適用することが可能である．具体的には，H = L

2(0, 1)として，適切に定義された凸関数  
t

の劣微分 @ 
t を用いて、抽象的な発展方程式

ut(t) + @ 
t(u(t)) 3 f(t) in H for t 2 [0, T ]

の形に帰着させる．ここで， t は H 上の適正下半連続凸関数であり、劣微分 @ は
@ 

t(u) =: {z⇤ 2 H | (z⇤, v � u)   (v)�  (u) for v 2 H}

と定義される．f(t)は [0, T ]上の L
2(0, 1)に値をとる与えられた関数である．

実際の  
t は以下のように定義する:

 
t(u) :=

8
>>>>><

>>>>>:

1

2s2(t)

Z 1

0
|uy(y)|2dy +

1

s(t)

Z
u(1)

0
a0(⇠

2 � ↵(⇢" ⇤ ⌘)(t, 1)s(t))d⇠

� 1

s(t)

Z
u(0)

0
�(b(t)� �⇠)d⇠ if u 2 H

1(0, 1),

+1 それ以外.

このとき，
@
2

@r2

✓
1

s(t)

Z
r

0
a0(⇠

2 � ↵(⇢" ⇤ ⌘)(t, 1)s(t))d⇠
◆

=
2a0
s(t)

r > 0 for r > 0,

@
2

@r2

✓
� 1

s(t)

Z
r

0
�(b(t)� �⇠)d⇠

◆
=

��

s(t)
> 0 for r 2 R

より， t を構成する項の 2階微分が正となることから， t が L
2(0, 1)上の凸関数となることがわかる．そ

の劣微分 z
⇤ 2 @ 

t(u)は以下のように与えられる:

z
⇤ = � 1

s2(t)
uyy on (0, 1),

� 1

s(t)
uy(0) = �(b(t)� �u(0)), � 1

s(t)
uy(1) = a0(u

2(1)� ↵(⇢" ⇤ ⌘)(t, 1)s(t)).

したがって，f(t) = yst(t)
s(t) ⌘y(t)として上記の発展方程式の理論を適用することで近似問題 (AP)" の解 ũ"

を見つけることができる．その後，極限移行 "! 0と ⌘ ! ũという写像の縮小性から，補助問題 (AP)の
解を求める．
補助問題 (AP)に対する近似問題 (AP)" を考えている理由は，L

2(0, 1)上の関数  
t の凸性を保証するた

めである．これにより，上記のような発展方程式の抽象理論を適用することが可能となっている．このよう
にして構成した近似解は，ステファン問題の解と同じように、ũ"t(t) 2 L

2(0, 1)かつ ũ"yy(t) 2 L
2(0, 1)と

いう正則性を有している．しかしながら，合成積の時間に関する微分が "に依存することなどが原因とな
り，|ũ"t(t)|L2(0,1) に関する一様な評価が得られないため，ũ"t(t)の L

2(0, 1)における極限移行ができない．
このことから，本問題の解の定義として (S2)のような弱形式を導入している．
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補題 5. 各パラメータ �, �, ↵, 及び b
⇤, s0, |bt|L2(0,T ), |bt|L1(0,T ) に依存する正定数M が存在して，以下

が成り立つ．
(i) s0e

�a0↵T  s(t)  M for t 2 [0, T ]

(ii) 0  ũ(t)  u
⇤ := max{↵M,

b
⇤

�
} on [0, 1] for t 2 [0, T ]

この補題における自由境界に関する結果は，長時間経過しても拡散物質の領域が完全に消失することはな
いことを保証している．一方，上界M の存在は浸透に限界があることを示している．これらの有界性の結
果は，自由境界 s(t)の変化率が (2.9)式で支配されていることに起因している．実際に，(2.9)式と関数 ũ

の非負値性を用いると
st(t) + a0↵s(t) = a0ũ(t, 1) � 0

となることがわかる．この性質から以下の関係式を導くことができる．
(s(t)e↵a0t)t = (st(t) + a0↵s(t))e

↵a0t � 0

したがって，関数 s(t)e↵a0t は時間に関して単調非減少であり，これを [0, t]で積分することによって自由
境界 s(t)の下限を具体的に示すことができる．上界の導出は，より精密な解析が必要となる．(S2)の積分
等式において z = ũ� b/� とすることで、次の不等式を導くことができる:

1

2

d

dt

✓
s(t)

����ũ(t)�
b(t)

�

����
2

L2(0,1)

◆
+

1

s(t)

Z 1

0
|ũy(t)|2dy

+ ũ(t, 1)st(t)

✓
ũ(t, 1)� b(t)

�

◆
� st(t)

2

✓
ũ(t, 1)� b(t)

�

◆2

+ ��|ũ(t, 0)� b(t)

�
|2

1

�
|bt(t)||s(t)|

✓
|ũy(t)|L2(0,1) +

����ũ(t, 0)�
b(t)

�

����

◆
for a.e. t 2 [0, T ]. (2.11)

この (2.11)式の左辺第 3項と 4項を組み合わせて整理すると，以下の表現が得られる:

ũ(t, 1)st(t)

✓
ũ(t, 1)� b(t)

�

◆
� st(t)

2

✓
ũ(t, 1)� b(t)

�

◆2

=st(t)ũ
2(t, 1)� st(t)ũ(t, 1)

b(t)

�
� st(t)

2

✓
ũ
2(t, 1)� 2ũ(t, 1)

b(t)

�
+

✓
b(t)

�

◆2◆

=
st(t)

2
ũ
2(t, 1)� st(t)

2

✓
b(t)

�

◆2

. (2.12)

(2.12)式の右辺第一項について，(2.9)式を再び利用することで以下のように計算を行うことができる:

1

2
st(t)|ũ(t, 1)|2 =

ũ(t, 1)

2

✓
|st(t)|2

a0
+ ↵s(t)st(t)

◆

=
1

2a0
ũ(t, 1)|st(t)|2 +

↵s(t)

2

✓
|st(t)|2

a0
+ ↵s(t)st(t)

◆

=
1

2a0
ũ(t, 1)|st(t)|2 +

↵

2a0
s(t)|st(t)|2 +

↵
2

6

d

dt
s
3(t)

� ↵
2

6

d

dt
s
3(t). (2.13)
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式 (2.12)と (2.13)を不等式 (2.11)式に代入し，時間区間 [0, t]での積分を考慮することで，次の評価式を
導出することができる:

1

2
s(t)

����ũ(t)�
b(t)

�

����
2

L2(0,1)

+

Z
t

0

1

2s(⌧)
|ũy(⌧)|2L2(0,1)d⌧

+
↵
2

6
s
3(t)� 1

2�2
(s(t)b2(t))

1

2
s0

����ũ0 �
b(0)

�

����
2

L2(0,1)

+
↵
2

6
s
3
0 +

1

2�2

Z
t

0
s
3(⌧)|bt(⌧)|2d⌧

+
b
⇤

�2

Z
t

0
s(⌧)|bt(⌧)|d⌧ +

1

2��3

Z
t

0
|s(⌧)|2|bt(⌧)|2d⌧ for t 2 [0, T ].

この結果にグロンウォールの不等式を適用することで，目的の有界性を示す不等式を得ることができる:

s(t) 
✓
s
3
0 +

6

↵2
(定数)

◆1/3

:= M.

ここで特に注目すべきは，M / 1/↵2/3 という依存性を持つということである (実際にはM / (b⇤)1/2 と
いう依存性も持っている)．つまり抑制力 ↵が小さいほど，また外部濃度 b

⇤ が大きいほど，内部への浸透が
進むことを定量的に表しており．，実験で観察される現象と対応している．
補題 5の結果を用いることで，解が時間大域的に存在することも保証できる。
定理 6 (時間大域的な解の存在と一意性). (A1)-(A3)の下、問題{(2.6)-(2.10)}は時間大域的に一意解を持
つ，すなわち，任意の T > 0に対して，区間 [0, T ]上で{(2.6)-(2.10)}は一意解 (s, ũ)を持つ．
この定理の証明は，時間局所解を延長するという方法に基づいている．証明のアイディアは，補題 5で得
られた有界性の結果を活用することである．

(証明の概略) T ⇤を解の最大存在時刻とすると，補題 3の結果から |ũ(t)|L2(0,1)  u
⇤かつ |ũ(t)|L1(0,1) 

u
⇤ が成り立つ．したがって，t ! T

⇤ のとき，ũ(t)の L
2(0, 1)における弱収束先かつ L

1(0, 1)における汎
弱収束先 ũT⇤ 2 L

1(0, 1)が存在することがわかる．また，自由境界 s(t)については (2.9)式から次の評価
が得られる:

|st(t)| = a0|ũ(t, 1)� ↵s(t)|  a0(u
⇤ + ↵M) for a.e. t 2 [0, T ⇤),

この評価より，{s(t)}t2[0,T⇤) が R 上のコーシー列であることから，t ! T
⇤ のときの R における収束先

sT⇤ 2 Rが存在することもわかる．このことから，
s(T ⇤) = lim

t!T⇤
s(t) � lim

t!T⇤
e
�a0↵t > 0,

ũ(T ⇤) = lim
t!T⇤

ũ(t) � 0

がわかる．したがって，s(T ⇤)と ũ(T ⇤)を新たな初期条件として局所解の構成方法を再適用することで，解
を T

⇤ より先に延長することが可能となる．
解の長時間での挙動を理解するために，溶液内の拡散物質の濃度 b(t)が時間無限大で一定値に収束する
場合を考察する．具体的には以下である．
定理 7 (解の長時間挙動). 仮定 (A1), (A2)および修正された仮定 (A3)

b 2 W
1,2
loc

([0,1)), bt 2 L
1(0,1) \ L

2(0,1)

lim
t!1

b(t) = b1, b� b1 2 L
1(0,1), 0  b  b

⇤ on (0,1).
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を仮定する．また，(s, ũ)を [0,1)上の{(2.6)-(2.10)}の解とする．このとき，
s(t) ! b1

↵�
in R as t ! 1.

もし b1 > 0ならば，
ũ(t) ! b1

�
in X

⇤
, weakly in L

2(0, 1) as t ! 1.

この結果は，最終的な浸透深度が外部濃度の極限値 b1 と物理パラメータ ↵, � によって決定されること
を意味している．さらに，b1 > 0の場合には，材料内部の濃度が一様に b1/� に近づくことを示している．
特別なケースとして，b1 = 0の場合は s(t) ! 0となり，拡散物質の占める領域が最終的に消失するこ
とがわかる．この場合，濃度分布 ũの長時間挙動については明らかではなく，現在のところ完全には解明
されていない理論的課題として残されている．こうした解の長時間挙動の導出は，一般的に解の時間によら
ない一様評価が必要となる．この問題に対しては次のような評価が成り立つ．
補題 8 (解の一様評価). 仮定 (A1), (A2), (A3)’の下，(s, ũ)を [0,1)上の{(2.6)-(2.10)}の解とする．こ
のとき，以下が成り立つ:
(解の大域的有界性) 各パラメータ �, �, ↵と b̂ := max

⇢
b
⇤
, �|u0|L1(0,s0)

�
, s0, |bt|L1(0,1) , |bt|L2(0,1) に

依存する正定数. Lと C > 0が存在して，
(i) 0  s(t)  L for t > 0, (2.14)

(ii) 0  ũ(t)  max{↵L, b̂
�
} for t > 0

✓
b̂ := max{b⇤, �|u0|L1(0,s0)}

◆
(2.15)

(解の大域的評価) C > 0が存在して，
s(t)

����ũ(t)�
b1
�

����
2

L2(0,1)

+

Z
t

0

1

s(⌧)
|ũy(⌧)|2L2(0,1)d⌧

+

Z
t

0
ũ(⌧, 1)|st(⌧)|2d⌧ +

Z
t

0
s(⌧)|st(⌧)|2d⌧

+

Z
t

0

����ũ(⌧, 0)�
b1
�

����
2

d⌧  C for t > 0. (2.16)

この補題を補題 4と比較すると，有限時刻では自由境界 s(t)は正の下限を持ち，拡散物質の占める領域
が確保されているが，時間無限大まで考慮すると，下限は 0，すなわち拡散物質の占める領域が消失する可
能性を持つことがわかる．この違いにより，自由境界の長時間挙動を考察するために必要とされる評価

Z
t

0
|st(⌧)|2d⌧ < 1 for t > 0

を直接得ることができないことが技術的な困難点となっている．しかしながら，上記の重み付き評価を利用
することで，s

2 に関する以下の評価を導出することが可能である:
����s

2(t)�
✓
b1
↵�

◆2����
L2(0,t)

 M1 for t > 0, (2.17)

sup
t2[0,1)

�����(s
2(t)�

✓
b1
↵�

◆2

)t

�����
L2(t,t+1)

 M2. (2.18)

上記の評価において，M1 とM2 は時刻 tに依存しない定数である．ここで，以下の補題に着目する:
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補題 9. ⌘ を [0,1) 上の関数とし，t > 0 に対して ⌘ 2 W
1,2(0, t) であるとする。もし，時間によらない

C1 > 0, C2 > 0が存在して，以下の条件を満たすならば:

|⌘|L2(0,t)  C1 for any t > 0, sup
t2[0,1)

|⌘t|L2(t,t+1)  C2,

t ! 1のとき，⌘(t) ! 0 in Rが成り立つ．
この補題を s

2 � (b1/↵�)2 に対して適用することにより，t ! 1のとき s
2(t)が (b1/↵�)2 に Rで収束

することがわかる．この結果は，t ! 1のとき自由境界 s(t)が b1/↵� に収束することを意味している．
(評価式 (2.17)と (2.18)の具体的な導出) (2.18)については，(s2(t) � (b1/↵�)2)t = 2s(t)st(t)である
ことに注意して，評価式 (2.16)を用いることで容易に得られる．ここでは，(2.17)の導出のみを詳しく紹
介する．
まずはじめに，以下のように３つの項に分ける．

����s
2(t)�

✓
b1
↵�

◆2����


����s

2(t)� 1

↵2
ũ
2(t, 1)

����+
����
1

↵2
(ũ2(t, 1)� ũ

2(t, 0))

����+
����
1

↵2
ũ
2(t, 0)�

✓
b1
↵�

◆2����
=I1 + I2 + I3.

以下，，各項の評価を順次考える．I1 については，(2.9)式から得られる関係式
st(t)

✓
1

↵
ũ(t, 1) + s(t)

◆
= a0↵

✓
1

↵2
ũ
2(t, 1)� s

2(t)

◆
.

を用いると，次のような評価が可能である:

I1(t) =

����s
2(t)� 1

↵2
ũ
2(t, 1)

���� =
����

✓
s(t) +

1

↵
ũ(t, 1)

◆
1

a0↵
st(t)

����



|s(t)|+ 1

↵
|ũ(t, 1)|

�
1

a0↵
|st(t)|.

したがって，解の大域的評価 (2.14)と (2.15)と評価式 (2.16)を組み合わせることで，I1 に関する積分評
価を得ることができる :

Z
t

0
|I1(⌧)|2d⌧  2

(a0↵)2

✓Z
t

0
(|s(⌧)|2 + 1

↵2
|ũ(⌧, 1)|2)|st(⌧)|2d⌧

◆

 2

(a0↵)2

✓
L

Z
t

0
s(⌧)|st(⌧)|2d⌧ +

u
⇤

↵2

Z
t

0
ũ(⌧, 1)|st(⌧)|2d⌧

◆

 2

(a0↵)2
(L+

u
⇤

↵2
)C for t > 0. (2.19)

I2 については，基本的な関係式
ũ(t, 1)� ũ(t, 0) =

Z 1

0
ũy(t, y)dy

と評価式 (2.14)を用いることで，以下が成り立つ:
Z

t

0

Z 1

0
|ũy(⌧, y)|2dyd⌧ =

Z
t

0
s(⌧)

Z 1

0

1

s(⌧)
|ũy(⌧, y)|2dyd⌧

 L

Z
t

0

Z 1

0

1

s(⌧)
|ũy(⌧, y)|2dyd⌧  LC for t > 0.
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この結果と (2.15), (2.16)より，I2 に関する評価を得ることができる:
Z

t

0
|I2(⌧)|2d⌧ 

✓
1

↵2

◆2 Z t

0

✓
(|ũ(⌧, 1)|+ |ũ(⌧, 0)|)2

Z 1

0
|ũy(⌧, y)|2dy

◆
d⌧


✓
2u⇤

↵2

◆2

LC for t > 0. (2.20)

最後に，(2.15)と (2.16)より I3 に関する評価も得ることができる:
Z

t

0
|I3(⌧)|2d⌧ 

✓
1

↵2

◆2 Z t

0

✓
(|ũ(⌧, 0)|+ b1

�
)2
����ũ(⌧, 0)�

b1
�

����
2◆

d⌧


✓

1

↵2
(u⇤ +

b1
�

)

◆2

C for t > 0. (2.21)

最終的に，(2.19), (2.20), (2.21)を組み合わせることで，求める評価式 (2.17)が成り立つことがわかる．
(定理 7の関数 ũの挙動) b1 6= 0の場合は，t ! 1のときに自由境界 s(t)が b1/↵� に収束することか
ら，s(t)が大域的な下限を持つことを示すことができる:

s(t) � s⇤ for t > 0.

ここで，s⇤ は時刻 tには依存しない定数である．この結果を (2.16)に適用することで，より強い評価を見
出すことができる:

s⇤

����ũ(t)�
b1
�

����
2

L2(0,1)

+
1

L

Z
t

0
|ũy(⌧)|2L2(0,1)d⌧

+ s⇤

Z
t

0
|st(⌧)|2d⌧ +

Z
t

0

����ũ(⌧, 0)�
b1
�

����
2

d⌧  C for t > 0. (2.22)

さらに，弱形式 (S2)より z 2 H
1(0, 1)に対して以下が成り立つ．

|hũt(t), zi|

=

�����
1

s2(t)

Z 1

0
ũy(t)zydy �

1

s(t)
ũ(t, 1)st(t)z(1)

+
1

s(t)
�(b(t)� �ũ(t, 0)z(0) +

Z 1

0

yst(t)

s(t)
ũy(t)zdy

����

 1

s2⇤
|ũy(t)|L2(0,1)|zy|L2(0,1) +

1

s⇤
u
⇤|st(t)||z(1)|

+
1

s⇤
�|b(t)� �ũ(t, 0)||z(0)|+ u

⇤

s⇤
|st(t)||z(1)|

+
1

s⇤

�
|st(t)||ũ(t)|L2(0,1)|zy|L2(0,1) + |snt(t)||ũ(t)|L2(0,1)|z|L2(0,1)

�
,

この不等式の区間 (0, T )上の積分に対して，定理 7における重み付き評価 (2.16)を用いることで，ũの時
間微分に関する大域的な評価を得ることができる:

Z
t

0
|ũt|2(H1(0,1))⇤dt < 1 for t > 0. (2.23)

(2.22)と (2.23)で得られた関数 ũ に対する評価から，適切な関数空間において，t ! 1のときの収束先
ũ1 が存在することがわかる．そこで，弱形式 (S2)において極限移行 t ! 1を行うことによって，ũ1 と
s1 = b1/↵� が以下の等式を満たすことがわかる．

1

s21
(ũ1y, zy)L2(0,1) �

1

s1
�(b1 � �ũ1(0))z(0) = 0 for z 2 H

1(0, 1).
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したがって，上記の等式で z を (0, 1) にサポートをもつような無限回微分可能な関数に限定すると，
1

s21
(ũ1y, zy)L2(0,1) = 0であること，すなわち，� 1

s21
ũ1yy = 0であることがわかる．

また z 2 H
1(0, 1) で z(0) 6= 0 もしくは z 2 H

1(0, 1) で z(1) 6= 0 に限定すると，ũ1y(1) = 0 かつ
�ũ1y(0) =

1
s1
�(b1��ũ1(0))が従う．特に，̃u1yy = 0より (0, 1)上で積分することで、̃u1y(1) = ũ1y(0)

とならなければならないことから，ũ1y(0) = 0，すなわち ũ1(0) = b1
�
となる．

一方で，�ũ1yy = 0 on (0, 1)かつ ũ1y(0) = ũ1y(1) = 0であることは，ũが [0, 1]上で一定であるこ
とを意味するため，ũ1 = b1

�
がわかる．したがって，定理 7における関数 ũに関する結果を得る．

3 拡散物質浸透モデルの応用
1次元での厳密な理論を基礎として，実際の 3次元材料における浸透現象を記述する多次元システムへ応
用することができる．このシステムは，溶液領域 ⌦ ⇢ Rにおける拡散方程式と，各点 x 2 ⌦での 1次元浸
透過程を結合したものである．

8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

bt ��b = ��(b(t, x)� �u(t, x, 0)) for (t, x) 2 Q(T ) := (0, T )⇥ ⌦

@b

@n
= 0 on S(T ) := (0, T )⇥ @⌦

ut � uzz = 0 on Qs(T ) := Q(T )⇥ (0, s(t, x))

� uz(t, x, 0) = �(b(t, x)� �u(t, x, 0)) for (t, x) 2 Q(T )

� uz(t, x, s(t, x)) = u(t, x, s(t, x)))st(t, x) for (t, x) 2 Q(T )

st(t, x) = a0(u(t, x, s(t, x))� '(s(t, x))) for (t, x) 2 Q(T )

b(0, x) = b0(x), s(0, x) = s0(x) in ⌦

u(0, x, z) = u0(x, z) for (x, z) 2 Qs0(⌦) := ⌦⇥ [0, s0]

(3.1)

(3.2)
(3.3)
(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)
(3.8)

ここで，@⌦は領域 ⌦の境界を表す．このシステムでは，方程式 (3.1)が溶液内で拡散物質が点別に吸収
されながら拡散することを記述し，方程式系 (3.2)から (3.6)が各点 xにおける垂直方向の浸透過程を表し
ている．重要な点は，2つの異なる過程が境界条件を通じて相互に結合していることである。
多次元モデルの核心となるアイデアは，各点 x 2 ⌦において独立な 1次元浸透過程が進行し，それらが
溶液中の拡散方程式を通じて結合されるという概念である．この点別浸透モデルにより，複雑な 3次元形
状を持つ材料への拡散物質浸透を，1次元理論の厳密な結果を活用しながら予測することが可能になる．
多次元問題の解法 (cf. [15])においては，2段階の反復的アプローチを採用している．第 1段階では，与
えられた溶液中の濃度分布 b(t, x)に対して，各点 xにおける 1次元浸透問題を解く:

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

ũt(t, x, y)�
k

s2(t, x)
ũyy(t, x, y) =

yst(t, x)

s(t, x)
ũy(t, x, y) for (t, y) 2 Q(T )⇥ (0, 1),

� k

s(t, x)
ũy(t, x, 0) = �(b(t, x)� �ũ(t, x, 0)) for t 2 (0, T ),

� k

s(t, x)
ũy(t, x, 1) = ũ(t, x, 1)st(t, x) for t 2 (0, T ),

st(t) = a0(ũ(t, x, 1)� '(s(t, x))) for t 2 (0, T ),

s(0, x) = s0(x), ũ(0, x, y) = u0(ys(0, x))(:= ũ0(x, y)) for y 2 [0, 1].

この問題は先に解析した (2.6)-(2.10)と同様に，(3.1)-(3.6)を固定領域 (0, T )⇥ (0, 1)に変換したものであ
る．各点 xにおいて，この１次元問題を解くことで解 (s(t, x), ũ(t, x, z))を求める．第 2段階では，得られ
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た浸透解を用いて放物型問題を解く:
8
>><

>>:

bt ��b = ��(b(t, x)� �ũ(t, x, 0)) in Q(T )
@b

@n
= 0 on S(T )

b(0, x) = b0(x) in ⌦

このプロセスによって，新しい濃度分布 b(t, x)を決定し，これを第一段階にフィードバックすることで全
体系の解を構成する．
この反復解法における最も重要な技術的課題は，境界値 u(t, x, 0)の空間変数 xに関する可測性の保証で
ある．第 2段階の放物型問題において，方程式の右辺の項 u(t, x, 0)が例えば領域 ⌦上で積分可能でなけれ
ば，解 b(t, x)を見つけることができない．そのことを示すためには，ũ(t, x, 0)が x 2 ⌦関して可測関数で
なければならない．しかし，uは各点 xにおける 1次元浸透問題の解として定義されているため，xの関数
としての可測性は自明ではない．この点は，⌦上の偏微分方程式と各 x 2 ⌦における垂直方向の問題を結
合したシステムに特有の問題であるが，点別浸透モデルの ⌦上における正則性理論 [14]により解決される．

(可測性の保証) 簡単のため，s0 2 C(⌦) かつ u0 2 C(Qs0(⌦)) とする．このとき，変換後の関数
ũ0 2 C(⌦⇥ (0, 1)) となる．この仮定は，s0 は ⌦ 上で連続，ũ0 は ⌦ ⇥ (0, 1) で連続であることを意
味している．定理 6 を用いることで，各 x 2 ⌦ における１次元浸透問題の解 (s(t, x), ũ(t, x, z)) の存
在がわかる．よって，x 2 ⌦ における解を (s(x), ũ(x)) = (s(t, x), ũ(t, x, z)), x

0 2 ⌦ における解を
(s(x0), ũ(x0)) = (s(t, x0), ũ(t, x0

, z))おくと，これらの解の差に対する方程式
(ũ(x)� ũ(x0))t �


k

s2(x)
ũyy(x)�

k

s2(x0)
ũyy(x

0)

�

=
yst(x)

s(x)
ũy(x)�

yst(x0)

s(x0)
ũy(x

0)

から次の不等式が得られる:

1

2

d

dt
|ũ(x)� ũ(x0)|2

L2(0,1) +
k

s2(x)
|ũy(x)� ũy(x

0)|2
L2(0,1)


✓

k

s(x)
ũy(x)(t, 1)�

k

s(x0)
ũy(x

0)(t, 1)

◆
(ũ(x)(t, 1)� ũ(x0)(t, 1))

�
✓

k

s(x)
ũy(x)(t, 0)�

k

s(x0)
ũy(x

0)(t, 0)

◆
(ũ(x)(t, 0)� ũ(x0)(t, 0))

�
Z 1

0

✓
k

(s(x))2
� k

(s(x0)� a)2

◆
ũy(x

0)(ũy(x)� ũy(x
0))dy

+

Z 1

0

✓
yst(x)

s(x)
� yst(x0)

s(x0)

◆
ũy(x)(ũ(x)� ũ(x0))dy

+

Z 1

0

yst(x0)

s(x0)
(ũy(x)� ũy(x

0))(ũ(x)� ũ(x0))dy

この不等式の右辺の各項をそれぞれ評価することで，以下の重要な評価式を得ることができる:

1

2

d

dt
|ũ(x)� ũ(x0)|2

L2(0,1) +
1

2

d

dt
|s(x)� s(x0)|2

+
k

2M2
|ũy(x)� ũy(x

0)|2
L2(0,1)

C1|b(x, t)� b(x0
, t)|2 + C2|ũ(x)� ũ(x0)|2

L2(0,1) + C3|s(x)� s(x0)|2.
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ここで，M は補題 5における定数，C1, C2, C3 はそれぞれ正定数である．この結果に対してグロンウォー
ルの不等式を適用することで

|ũ(x)� ũ(x0)|2
L2(0,1) + |s(x)� s(x0)|2



|ũ0(x)� ũ0(x

0)|2
L2(0,1) + |s0(x)� s0(x

0)|2

+ C1

Z
t

0
|b(x, ⌧)� b(x0

, ⌧)|2d⌧
�
e
2(C2+C3)T

が t 2 [0, T ]および x, x
0 2 ⌦に対して成り立つ．s0 2 C(⌦)と ũ0 2 C(⌦⇥ (0, 1))であることから，この

結果は ũ(x)が ⌦上で L
2(0, 1)に関して連続であること，および s(x)が ⌦上で連続であることを意味して

いる．これより，ũ(x)と s(x)が ⌦上で可測であることがわかる．
実際の応用では，s0 2 C(⌦)と ũ0 2 C(⌦⇥ (0, 1))という条件は強い要請となるため，一般的な設定と
して s0 2 L

2(⌦) と ũ0 2 L
2⌦ ⇥ (0, 1)) を考える．この場合，j ! 1 のとき、s0j ! s0 in L

2(⌦) かつ
ũ0j ! ũ0 in L

2(⌦ ⇥ (0, 1)) となるような近似関数 {s0j} ⇢ C
1(⌦) と {ũ0j} ⇢ C

1(⌦⇥ (0, 1)) をとる．
このもとで，以下の近似問題

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

ũt(t, x, y)�
k

s2(t, x)
ũyy(t, x, y) =

yst(t, x)

s(t, x)
ũy(t, x, y) for (t, y) 2 Q(T )⇥ (0, 1),

� k

s(t, x)
ũy(t, x, 0) = �(bj(x, t)� �ũ(t, x, 0)) for t 2 (0, T ),

� k

s(t, x)
ũy(t, x, 1) = ũ(t, x, 1)st(t, x) for t 2 (0, T ),

st(t) = a0(ũ(t, x, 1)� '(s(t, x))) for t 2 (0, T ),

s(0) = s0j , ũ(0, y) = ũ0j(y) for y 2 [0, 1].

を考えることで，近似解 (s"(x), ũ"(x))の ⌦上における連続性，すなわち ⌦上で可測であることが保証され
る．したがって，近似解の極限移行 "! 0を行うことで，各点 xにおける１次元浸透問題の解 (s(x), ũ(x))

を保証するとともに，可測関数の極限が可測であるという基本的な事実から，ũ(t, x, 0)が x 2 ⌦関して可
測関数であることが結論できる．
こうした手続きと上記の 2段階のプロセスを経て，[15]において 3次元材料における浸透現象を記述す
る多次元システムの解の存在と一意性を示した．本講演では，ステファン問題を出発点として，拡散物質浸
透モデルに対する数学的結果と応用について発表する．
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Recent developments in the spectral theory for the
layer potential operators

宮西　吉久 (信州大学)∗

1. はじめに
本稿では, Layer Potential Operatorsのスペクトル理論と応用について紹介したい. 定義の詳細は後述することにして, Layer Potential Operatorsは, 境界付き多様体 Ωの
(Lipschitz) 境界 ωΩにおいて定義されるBoundary Integral Operatorsの一例になっていて, これら一般化された作用素のスペクトルと応用を考える礎にもなっている. ここで Boundary Integral Operatorsとは, 積分核 1 となる関数 F：ωΩ→ ωΩ→ Rと適切に定義されたωΩ上の関数空間H(ωΩ)を考え, ψ ↓ H(ωΩ)に対し,

T [ψ](x) :=

∫

∂Ω

F (x, y)ψ(y) dSy

のように定義される線形作用素 T : H(ωΩ) → H(ωΩ)のことである. ただし, Syは ωΩ上の適当な測度を表している.ここで, 積分核F , 境界ωΩと測度Syに応じて, 線形写像 T : H(ωΩ)→ H(ωΩ)はそれなりに定義できているとする. その上で線形作用素Tのスペクトルを考えて, 応用することが我々の目的である 2 .ただし, これだけでは ΩとωΩの関係が全くない. 広い応用を持つ有意義な問題では,

Ω上にも適切に定義された空間H(Ω)を考え, H(Ω)とH(ωΩ)の間に対応関係があることが多い. 仮にこの対応S : H(Ω)→ H(ωΩ) が, 一対一線形写像だったとすると,

S→1TS on H(Ω) ∼= T on H(ωΩ)

となっている. 例えば, T のスペクトルを調べるなら, S→1TS のスペクトルを調べることになる. 実際, このような手続きは 一般的な枠組でも研究されてきた (例えば,

[31, 51, 74]などが参考になる). ただし, 一般論ではまだまだ詳細に分からないことも多く, 茫洋とするため, 本稿では上記設定の雛形となる作用素として, 境界上の Layer

Potential Operatorsと呼ばれるものを考えて, スペクトルなどの性質を紹介したい. 具体的には, Ω上の調和関数からなる関数空間をH(Ω)を考えることにする 3. つまり, 境界上の関数ψ ↓ H(ωΩ)を境界条件 4として, 領域Ωの調和関数Sψ ↓ H(Ω)を対応させる. T については, 一重層ポテンシャル作用素 や 二重層ポテンシャル作用素と呼ばれる, 境界で定義される作用素について紹介したい.

この講演で紹介する講演者の成果群は,科研費 (課題番号: JP19K14553, 19H01799, 20K03655, 21K13805,
25K07032, 25K07081)の助成を受けたものである. また, 本講演原稿は, (2023年 日本数学会 (秋) 函数方程式論分科会 特別講演)“Layer Potential Type Operator のスペクトル理論 とその応用に向けて”[82]を基に拡充して作成した.
2010 Mathematics Subject Classification: 47A45 (primary), 31B25 (secondary)キーワード：layer potential type operator, Neumann-Poincaré operator, spectrum
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1積分核F は一般に, ベクトル値関数なども考えることが出来る ([42, 74, 107]など, 厖大に文献あり).
2問題のwell-definedness, 作用素の有界性なども (例. 特異積分作用素), 一般に明らかでない.
3少し一般には, 様々な線形偏微分方程式の解.
4境界条件; Dhirichlet や Neumann 境界条件, 第 3種境界条件など
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とくに 二重層ポテンシャル作用素は, 筆者含めて多くの先行研究があることと, 雛型としても把握しやすいので, 応用例も含め主に紹介したい.

2. Layer Potential Operators
さらにイメージしやすくするために 5，Ω ⊂ Rn (n = 2, 3)を有界なLipschitz領域とする. 境界ωΩ上の適当な関数φに対して, §1で紹介したBoundary Integral Operatorsの例として, 一重層ポテンシャル作用素と呼ばれる作用素 S∂Ωと, 二重層ポテンシャル作用素K∂Ωを紹介したい. 具体的には, 境界上の作用素として以下のように定義する.

S∂Ω[φ](x) :=

∫

∂Ω

φ(y)E(x, y)dsy, x ↓ ωΩ (1)

K∂Ω[φ](x) :=

∫

∂Ω

φ(y) · ωnyE(x, y) dsy, x ↓ ωΩ (2)

ただし,

E(x, y) =

{
1
2π log |x− y|, if n = 2,
→1
4π

1
|x→y| , if n = 3

はラプラス作用素の基本解．また，dsy は境界ωΩの線素 もしくは 面素を表し, ωny は
(外向き)法線微分 6 である (図1).

ωΩ

図1

ny

このとき, 様々な関数空間 ℘ := ℘(ωΩ)に対して, K∂Ω : ℘ → ℘ は有界作用素になり
[11, 33, 34, 107], さらに境界ωΩがC1,α級 (α > 0)ならば，コンパクト作用素になることが分かっている (例えば，[78, Theorem 7.3.2], [11]などを参照). さらに最近になって, ωΩがC1級でありさえすれば, K∂Ωは適切な関数空間℘(ωΩ)上コンパクトになることも分かってきた [55]7.一重層ポテンシャル作用素S∂Ωについても勿論, 調べられている ([115]など参照). 例えば, 一重層ポテンシャル作用素S∂Ωは, 境界に代数的な cuspを含んでいても, L2(ωΩ)上 コンパクトになることが知られている.上記のような, ラプラス作用素に対応する層ポテンシャル作用素に限っても, 大量の結果と応用があるので (例えば [74, 107]の本や本中の文献など), 本稿ではさらに的を絞って, 最近, 筆者が研究している二重層ポテンシャル作用素K∂Ωについて述べておきたい. ここで, 二重層ポテンシャル作用素は, 先駆的な研究を行っているC. Neumannと
H. Poincaré の名前を取って [86, 91], ノイマン・ポアンカレ作用素とも呼ばれているので, 以下, 二重層ポテンシャル作用素をノイマン・ポアンカレ作用素K∂Ωと呼び, 意味を述べたうえで, 作用素のスペクトル構造と境界形状の関係を見ることにしたい. 空間次元に応じて, スペクトルの挙動が劇的に変化することも紹介する. 加えて, スペクトルの挙動は物理現象にも影響し，応用例としてTransmission ProblemやCloaking と呼ばれる現象, Dirichlet–Neumann map との関係, さらに, 代数的な問題 Partition Problemについても触れておきたい.
5勿論，境界付きの多様体や様々な線形偏微分作用素に対する Layer Potential Type Operatorを定義することも出来ている ([2, 84]などを参照).
6境界に角がある場合, 法線微分は境界上で殆ど至る所定義されるものとする (Rademacher’s theorem).
7さらに詳しく, regular Semmes–Kenig–Toro domains, もしくは, VMO1と呼ばれる領域Ωの境界 ∂Ωの場合まで, コンパクト性が分かっている（非常に難解）.
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3. ノイマン・ポアンカレ作用素の意味
3.1. 境界値問題への利用 (歴史的な背景から)

ノイマン・ポアンカレ作用素は，歴史的には線形偏微分方程式の境界値問題の可解性に関して多くの研究がなされてきた ([28, 32, 64, 76, 86, 91, 114]など). 例えば，ラプラス方程式の境界値問題として,

'u = 0 in Ω ⊂ Rn, n = 2 or 3; u|∂Ω = ψ ↓ L2(ωΩ) (3)

を考えてみる. もし, ΩがC1,α級の有界領域 8ならば,

SΩ[φ](x) :=

∫

∂Ω

E(x, y)φ(y)dsy, x ↓ Rn

DΩ[φ](x) :=

∫

∂Ω

φ(y) · ωnyE(x, y)dsy, x ↓ Rn\ωΩ

とし 9, ここで u(x) = DΩ[φ](x)とすれば, ラプラス作用素の基本解を用いているので,自動的に'u = 0 in Ωを満たす. 方程式 (3)で境界条件の整合性を保つためには, Jump

formula [11]

DΩ[φ]|±(x) :=
(
∓1

2
I +K∂Ω

)
[φ](x) a.e.x ↓ ωΩ

ωnySΩ[φ]|±(x) :=
(
±1

2
I +K∗

∂Ω

)
[φ](x) a.e.x ↓ ωΩ

を利用 1011して, DΩ[φ]|→(x) =
(
1
2I +K∂Ω

)
[φ](x) = ψ(x)を満たすようにφ(x)を見つければ良い. 実際, ノイマン・ポアンカレ作用素 K∂Ωがコンパクトであり, スペクトルが

(−1/2, 1/2]に含まれることから [11, 64, 65, 90], Fredholmの定理 (Neumann 級数)[41]によって, φ(x) ↓ L2(ωΩ)の存在が分かる.ノイマン境界値問題
'u = 0 in Ω ↓ Rn, n = 2 or 3; ωnu|∂Ω = ψ ↓ L2

0(ωΩ) on ωΩ (4)

についても, u = SΩ[φ] を考えれば, ωnySΩ[φ]|±(x) :=
(
±1

2I +K∗
∂Ω

)
[φ](x) = ψ(x)であるから, 同様にして境界値問題の可解性を示すことが出来る 12. 以下では通例にならい,ノイマン境界条件を解く際に利用した随伴作用素K∗

∂Ωも ノイマン・ポアンカレ作用素と呼ぶことにする 13.

3.2. 物理現象への応用 (Transmission problem, Cloakings etc.)

Jump formulaは,最近流行りのメタマテリアルと呼ばれる疑似物質の定式化，逆問題への利用，ディリクレ・ノイマン写像 14へも応用されている. 例えば, plasmon eigenvalueと呼ばれる定数 εを用いて, メタマテリアルは定式化されている.

8Lipschitz領域の場合には, [37, 109]など
9SΩ : H(∂Ω)→ H(Ω) と DΩ : H(∂Ω)→ H(Ω)は, 境界 ∂Ω上の関数を Ω上の関数を対応させる.

10K∗
∂Ωは, K∂ΩのL2(∂Ω)での随伴作用素. なお，K∂Ωは, L2(∂Ω)上で一般に自己共役でない．

11記号 |±は，+が領域の外側からの (non-tangential)極限. −が内側からの (non-tangential)極限.
12ノイマン境界条件の場合には，ψ ↓ L2

0(∂Ω) := {ψ ↓ L2 |
∫
∂Ω ψds = 0}に対して可解となる.関数空間がC(”)やH−1/2(”)などの場合にも, 可解性を示すことが出来ている. さらに詳しい内容と文献については, [76, 111]を参照.

13実は, 境界がある程度滑らかなら, L2自己共役でないにも関わらず K∂ΩとK∗
∂Ωの固有値は一致する.

14ディリクレ・ノイマン写像Λは, Jump formula [11] を使うと Λ = (− 1
2 +K∗

∂Ω)S
−1
∂Ωと表せる.
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(メタマテリアル) ⇒(σ⇒)u+ ω2u = 0, ω ≈ 0 (quasi-static)

σ =

{
1 in Rn\Ω
ε in Ω

{
u|+ = u|→ (Continuity of potential)
∂u
∂ν |+ = ε∂u∂ν |→ (Continuity of flux)

実際, メタマテリアルの方程式は h(x) ≈ 0をRn上の調和関数とすれば, 解を u(x) =

h(x) +S[ψ](x)と表すことができる. さらに 境界ωΩ上で (Continuity of flux)を満たすので,
ω

ων
S[ψ]|+ = ε

ω

ων
S[ψ]|→ (5)

となっている. Jump formulaを利用すれば, ∂
∂νS[ψ]|± = (±1

2I +K∗
∂Ω)[ψ] on ωΩ となり, (5)に代入して整理することで,

( ε+ 1

2(ε− 1)
I −K∗

∂Ω

)
[ψ] = 0 on ωΩ.

を得る. つまり, ε+1
2(ε→1)はノイマン・ポアンカレ作用素の固有値λ(K∗

∂Ω)と見なせて, 次の関係式が分かる.

−1

2
< λ(K∗

∂Ω) =
ε+ 1

2(ε− 1)
<

1

2
⇔ ε < 0. (6)

関係式 (6)を言い換えると, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有関数ψを境界におけば,誘電率 εがあたかも負になるように出来ることを意味している. このように メタマテリアルと呼ばれる疑似物質は, 負の誘電率や負の透磁率が現れるモデルとして定式化されている ([9, 10, 12, 20, 29]など.).ここで固有値λ(K∗
∂Ω)に対応して表れた値 εは, plasmon eigenvalueと呼ばれている.

誘電率 ε < 0透磁率 µ < 0屈折率 n =
⇔
εµ < 0

入射光

屈折光

左図は, 屈折率が負になるメタマテリアル (人工物質)のイメージ.

3.3. Cloaking

メタマテリアルには, スーパーレンズなど物理や工学への莫大な応用があるので, 一つだけ最近の応用例で, 数理物理レベルの結果を載せる形で, Cloaking と呼ばれる現象について記載しておく. 例えば, §3.2で述べたメタマテリアルのplasmon eigenvaluesについて, 関係式 (6)を用いれば, 物質近傍における電磁場の漸近挙動を求めることが出来る事が分かっている [12]. さらに, 散逸 δ > 0 とするとき, 誘電率 εを
ε =

{
εc + iδ in Ω,

εm in Rd\Ω.
(7)

と表すと, Cloakingの定式化は, 次の方程式で与えられている [9, 12, 29, 60, 61, 73, 77].

{
⇒ · ε⇒u = a ·⇒δz in Rd,

u(x) = O(|x|→2) as |x|→∞.
(8)
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ただし, a .= 0は定ベクトル, 外部領域の点z ↓ Rd\Ωに対してデルタ関数を δzとしている. 方程式 (8)に対し,

‖⇒uδ‖L2(Ω) →∞ as δ ↓ 0. (9)

となるときに, Cloaking が起きると呼ぶ. Cloaking とはその名の通り,隠れ蓑を意味しており, plasmon eigenvalue ε に対応してCloaking が発生する [12]. さらに, εc = −εmのときにCloaking が発生することもあり, このとき, Cloaking by anomalous localized

resonance (CALR)と呼ばれる. 例えば 2次元の場合, ωΩが特別な楕円ならば (CALR)が起きる. 3次元でωΩが球面ならば, (CALR)は起こらないことが分かっていた [12].

参考イメージ図.

Cloaking region メタマテリアル (Negative index)

力線

上記 参考イメージ図は, 二次元平面の中央に楕円形のメタマテリアル（上図塗りつぶされた部分）を置くと, その周りにCloaking region (少し大きい楕円で囲まれた領域の内部) が発生する様子の模式図である. この現象は, Cloaking region に場を乱す物体
(双極子など)を置いても見えなくなる様子を表している (外部の場に影響が殆どない).メタマテリアルやColaking現象は, 波動を伴う現象であれば理論的にいつでも考えられ,現実にメタマテリアル (人工物質)が作成可能な現象 (電磁気現象,音響現象や弾性体など)ならば実現されつつある. これら物理現象としての メタマテリアル や Cloakingについては余りにも文献が多いので, 本講演では物理系のReview として [59]を紹介するの留めておく 15.勿論, 数理物理レベルの厳密な研究も行われていて, 答の一つとして, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値の漸近挙動を用いることで, 本講演者も共同研究者と共に次を得ている.

定理 3.1. [18] Ω ⊂ R3 を狭義凸な滑らかな領域とする. Ker(K∂Ω) = ∞ のとき, (CALR)は起こらない．すなわち, ある定数C > 0が存在して
‖⇒uδ‖L2(Ω) < C as δ → 0. (10)

このように, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値・固有関数に関係した応用も計算できるようになって来た．形状に応じた精緻な物理現象の解析と厳密な証明も可能になって来た.

4. ノイマン・ポアンカレ作用素のスペクトル
前節までに, ノイマン・ポアンカレ作用素とスペクトルの利用などを述べたが, スペクトルの構造は数学としても興味深い. ここでも, 詳細は関連文献に譲ることにして, 良
15参考文献 [59]には, 200を超える文献が掲載されているので, 興味に応じて参照頂きたい.
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く使われる空間を一例だけ紹介して, スペクトルに関する結果は抜粋して述べるだけにしたい．16
4.1. ノイマン・ポアンカレ作用素で良く使われる空間 ℘(ωΩ) = H
ここでは, 後で利用するノイマン・ポアンカレ作用素の性質を述べる. まず, 一重層ポテンシャルについては, S∂Ω : H→1/2(ωΩ) → H1/2(ωΩ)が知られており 17, Plemeljの原理 [90]と呼ばれる

S∂ΩK∗
∂Ω = K∂ΩS∂Ω (11)

を満たしている 18. 2次元の場合には領域Ωをスケール変換したと考えて, 3次元の場合はそのままとすれば, −S∂Ωはpositive definite な作用素になることも分かっている.つまり, 新たな内積を ∈u, v〉H := ∈u,−S∂Ωv〉L2(∂Ω)とおくと，Hはヒルベルト空間になり, ‖ · ‖H ≈ ‖ · ‖H−1/2(∂Ω)となっている. このHはエネルギー空間と呼ばれ, K∗
∂ΩはH上ならば自己共役作用素となる. つまり, スペクトルは実数になっている 19.さらに, 境界がC1,α (α > 0)の場合, K∗

∂Ωには正則性があり,ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値は, L2(ωΩ)上で考えても, H上で考えたものと一致する. さらに, K∂Ωと
K∗

∂Ωの固有値も一致する 20. この事実から多くの文献で, K∗
∂ΩもK∂Ω同様に, ノイマン・ポアンカレ作用素と呼ばれている.

4.2. 角のある領域 (領域が2次元)

区分的にC1,αで，有限個の0より大きい角α1,α2, . . . ,αnを持つωΩについては，ノイマン・ポアンカレ作用素はL2(ωΩ), C(ωΩ)やH上で有界であってもコンパクトでないことが分かっている．まずは, エネルギー空間H ≈ H→1/2(ωΩ)上においては, 前節4.1で述べたように, ノイマン・ポアンカレ作用素は自己共役になり, さらに essential spectrum

(連続スペクトルと固有値の集積点)も分かっている.

定理 4.1. [88, 89] Ω を 2次元の有界領域で, 境界が区分的にC2級となる curvilinear

polygon (図2 参照) とする. そのとき,

σess(K∗
∂Ω) =

{
x ↓ R

∣∣∣ |x| △ max
j=1,··· ,n

1

2

∣∣∣∣
π − αj

π

∣∣∣∣

}
on H.

α1

α2 α3

α4図2.

また, 関数空間℘としてL2(ωΩ)やC(ωΩ)などとすると, ノイマン・ポアンカレ作用素は自己共役でないが, 例えば, K∂Ωの essential norm21を取ってみると，
‖K∂Ω‖L2 ess =

1

2
sin sup

i

∣∣∣∣
π − αi

2

∣∣∣∣ , ‖K∂Ω‖C ess =
1

2
sup
i

∣∣∣∣
π − αi

π

∣∣∣∣ (12)

16筆者の先行研究は, [81, 82]などにも 一部記載してある.
17Hk(∂Ω)は k階のソボレフ空間を表す.
18さらに詳しくは, [65]を参照
19K∂Ωについては, 内積 ∈u, v〉H := ∈u, (−S∂Ω)−1v〉L2(∂Ω) を考えておけば, H1/2(∂Ω)と同値なヒルベルト空間上の自己共役作用素と考えられる.
20エネルギー空間におけるノイマン・ポアンカレ作用素の研究は [11, 12, 65, 111]などを参照.
21Essential spectral radiusと考えても良い.
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が示されている 22[92, 102]. ここで注意すべきは, 関数空間によってスペクトル半径の挙動が変化していくことにある. Lp空間や重み付き関数空間についても, 偏微分方程式の境界値問題の可解性や数値計算で使われるGalerkin 法にも関連して厖大な研究がなされている ([74, 111]や, それらに掲載の文献参照).

4.3. 角のある領域 (3次元)

3次元においても, 関数空間に応じてスペクトルの構造は変化する. 3次元の場合, 例えば dΩx(y) = ωnyE(x, y) dsyとおくと,

‖K∂Ω‖C ess = lim
δ↓0

sup
x∈∂Ω

1

4π

∫

0<|x→y|<δ

|dΩx(y)| (13)

となっている 2324 . エネルギー空間H上においては，ωΩを3次元空間の中の回転対称面で, 頂点x ↓ ωΩのみで 角を持ち点xを除いてC4級となる境界ならば, ルジャンドル陪関数を用いて本質的スペクトルが書けている [53]．さらに最近になって, 多面体もどきの図形なら, 2次元の結果に類似した結果として, 立体角や curvilinearな辺のなす角が H上の本質的スペクトルσess(K∗
∂Ω)を制御していることが分かってきた (難解) [75].

4.4. 滑らかな境界を持つ場合
境界がC1,α (α > 0)級の場合には, 積分核は

ωnyE(x, y) △ C|x− y|α→n (x .= y)

を満たし, ノイマン・ポアンカレ作用素はWeakly singular kernelと呼ばれる積分核を持つことになり, H上でもC(ωΩ)上でもコンパクト作用素になり同じ固有値 25になる.勿論, L2(ωΩ)上でも同じ固有値を持つことになるので, それらを 多重度を含めて
σp(K∂Ω) = { λj(K∂Ω) | |λ0(K∂Ω)| > |λ1(K∂Ω)| ≥ |λ2(K∂Ω)| ≥ · · · }

と書くことにする. 実は，定数関数 1について K∂Ω[1] = 1/2であり, λ0(K∂Ω) = 1/2は単純固有値になっている. また, 正と負の固有値がありうるので，それぞれ
σ+
p (K∂Ω) = { λ+j (K∂Ω) | λ+0 (K∂Ω) > λ+1 (K∂Ω) ≥ λ+2 (K∂Ω) ≥ · · · },
σ→
p (K∂Ω) = { λ→j (K∂Ω) | λ→1 (K∂Ω) △ λ→2 (K∂Ω) △ λ→3 (K∂Ω) △ · · · }

と表しておく. 境界が滑らかならば, 通常扱うような関数空間であればどの空間でも,固有値は一致するので, 以下ではL2(ωΩ)理論と考えても差し支えない.

4.4.1. 2次元の場合
　2次元の場合には解析関数を用いることによって, λ+j (K∂Ω) = −λ→j (K∂Ω) (j = 1, 2, · · · )が示されている [28, 90]. さらに, 固有値はメビウス変換不変である [57, 97]. つまり, ノ
22K∂Ωの essential norm は, Cが℘上のコンパクト作用素全体を動くときの作用素ノルム ‖K∂Ω −C‖℘の下限

‖K∂Ω‖℘ ess := inf
C
‖K∂Ω − C‖℘

として定義される.
23詳細は，[111]の参考文献を参照
24角の近傍で回転面にならない場合，立方体の表面なども含めて未解決になっている.
25以下, 0固有値は考えないことにする.
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イマン・ポアンカレ作用素に対する等スペクトルな図形が表れる (下図は, 楕円を円 (点線)で反転変換した図形の例).等スペクトルな図形 (ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値はメビウス変換不変)

∼= ∼=

σp(KEllipse) = σp(KHippopedo) = σp(KLimaçon de Pascal)

(具体例) (楕円) ωΩ = {(x, y) ↓ R2 | x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > b)}とすると,

̸ σp(K∂Ω) = {1
2
,±1

2
(
a− b

a+ b
)j, j ↓ N}.

具体例をみても, λ+j (K∂Ω) = −λ→j (K∂Ω) (j = 1, 2, · · · )となっている.導入で述べたように莫大な研究があるので, ここでは, 固有値の漸近挙動に的を絞って紹介したい．境界ωΩがCk,α級の場合には, 一般論の応用として, 境界の滑らかさに応じて，固有値の絶対値の多項式減衰が分かっている [45, 58, 85]. さらに, 境界が解析的な場合には, (楕円)の例のように, 固有値の指数減衰を示すことも出来ている [18].

2次元に限っても厖大な結果があり, 本講演では 4.2で述べた角のある領域や滑らかな領域について, 著者も関連した最近の結果に触れるだけに留めたい [19, 45].

4.4.2. 3次元の場合
3次元の場合, 滑らかな境界は曲面となるが, 2次元の場合とは挙動が大きく違う. 実際,球面 ωΩ = S2の場合, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値はPoincaré [91] によって求められており, 並べて書いてみると
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となっている. 正と負の固有値の対称性もない上，負の固有値が現れることもない. さらに, 固有値の漸近挙動は, j = k2番目を数えてみると
λj(KS2) ∼ 1

4
j→1/2 (14)

であることが容易に分かる. 一般的に答えるために, 次のような結果を得た.

定理 4.2. [79] Ω を Ck,α級 (k ≥ 2,α > 0)の有界領域とする. このとき,

|λj(K∂Ω)| ∼
{3W (ωΩ)− 2πχ(ωΩ)

128π

}1/2

j→1/2, j →∞. (15)

ただし, W (ωΩ)とχ(ωΩ)は, それぞれ境界曲面上のWillmore energyと オイラー標数.

補足として, Willmore energy とは, 境界曲面上の平均曲率をHとするとき
W (ωΩ) :=

∫

∂Ω

H2(x) dSx (16)

46



で与えられる量であり, Blashckeの定理 [27, 71, 113]によって, メビウス変換不変量になることが知られている. 結局, オイラー標数は位相不変量であるから, |λj(K∂Ω)|の漸近挙動はメビウス変換不変である (有名なWillmore conjecture とその解決は [71]など).勿論, 球面の場合W (S2) = 4π, χ(S2) = 2であるから,

|λj(K∂Ω)| ∼
{3W (ωΩ)− 2πχ(ωΩ)

128π

}1/2

j→1/2 ∼ 1

4
j→1/2 (17)

となり, (14)と一致することも確かめられる. なお, λ±j (K∂Ω)の漸近挙動を個別に求めることもできている [83]. その結果, 非凸な図形では一般に, 正負の固有値 λ±j (K∂Ω) それそれの漸近挙動はメビウス変換不変量にはならないことが分かっている.

5. 応用
5.1. 解析学 (Cloakingや逆問題など)

§3.3でも述べたとおり, メタマテリアル や Cloaking には, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値や固有関数の挙動が利用されている. 数理物理に留まらず, 逆問題や偏微分方程式 (系)の可解性や 線形偏微分方程式 (系)の解構造の研究のために, ノイマン・ポアンカレ作用素は盛んに利用されている ([74, 107]など参照).

5.2. 幾何学 (主曲率の不等式)

§4.4.2でも現れたように, 高次元のノイマン・ポアンカレ作用素のスペクトルには幾何量が随所に現れる. 二次元ならば, 複素解析に関わる量　 (quasiconformal constant) によって, Fredholm 固有値 (ノイマン・ポアンカレ作用素の1/2以外の最大固有値) が決まることなども知られている [5, 97, 105].さらに, 逆にスペクトルを用いることで, 幾何量の性質を示すことも可能になってきた. ほんの一例として, §4.4.2で現れたWillmore energy と主曲率の関係式を得ることも出来ている.

定理 5.1. [16] 境界が滑らかな有界凸領域 Ω ⊂ R3 について,

κ→ △
(
3W (ωΩ)− 4π

2Area(ωΩ)

)1/2

△ κ+ (18)

ただし, κ→,κ+はそれぞれ, 境界曲面の主曲率の最小値と最大値を表し, Area(ωΩ)は境界の面積を表している (等号成立は, ωΩが球面のとき).

(左辺) △ (中辺)は スペクトルを利用しない証明が出来るものの, (中辺)△(右辺)のスペクトルを利用しない証明は現在不明である.

(証明の流れ). S∂ΩやK∂ΩはL2(ωΩ)上のコンパクト作用素であり, −1階の擬微分作用素による表現が出来ることが分かっている (擬微分作用素や擬微分作用素による表現については, 例えば [3, 79, 83, 103]. ). また, S→1
∂ΩK∂Ω = Aは自己共役作用素になることから, 明らかでは全くないが [16, Theorem 5.16]より

τ→ △ lim inf
n→∞

σn(K∂Ω)

σn(S∂Ω)
△ lim sup

n→∞

σn(K∂Ω)

σn(S∂Ω)
△ τ+. (19)
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ここで, σn(K∂Ω)はK∂Ωの n番目の特異値, すなわち,
√
K∗

∂ΩK∂Ωの固有値 26. 同様に
σn(S∂Ω)もS∂Ωのn番目の特異値で, S∂Ωはそもそも非負の自己共役作用素なので固有値そのものになっている. また, τ→と τ+が自己共役作用素Aの本質的スペクトルの区間σess(A) = [τ→, τ+]に対応する.ここで,定理4.2とほぼ同様に, K∂ΩとS∂Ωの特異値の漸近挙動も計算すると, σn(K∂Ω) ∼{

3W (∂Ω)→2πχ(∂Ω)
128π

}1/2

n→1/2 かつσn(S∂Ω) ∼
{

Area∂Ω
64π

}1/2

n→1/2となることが分かっている
[83]. 結局,

τ→ △
(
3W (ωΩ)− 4π

2Area(ωΩ)

)1/2

△ τ+

を得る. ここで, Aは0階の擬微分作用素であり, 主シンボルσ0(A)は
σ0(A)(x, ξ) =

Lξ21 − 2Mξ1ξ2 +Nξ22
Eξ21 + 2F ξ1ξ2 +Gξ22のように, 第一基本形式 と 第二基本形式で表される (この計算の詳細は [79, 83]など参照). また, 0階の擬微分作用素の本質的スペクトルは, シンボルの取り得る値 (値域)になることが知られており [1], つまり,

[τ→, τ+] = σess(A) = Ran(σ0(A)) = {σ0(A)(x, ξ)| (x, ξ) ↓ S∗(ωΩ)} (20)

である. ここで, S∗(ωΩ)は cosphere bundle (unit cotangent bundle S∗(ωΩ) ∼= ωΩ→S2)である. この値域はまさに 主曲率の最小値κ→と最大値κ+を用いて [κ→,κ+]に他ならない. よって, [τ→, τ+] = [κ→,κ+].

5.3. 代数学 (Partitions) (単位の奇数分割について).

さらに, 代数的な問題へも応用可能になる. ここでいう単位の奇数分割は, 1を異なる奇数個の正数に分ける. つまり,
∑2N+1

K=1 L2N+1,K = 1となるような分割を考える. 1を1個,

3個 · · ·と分割して,可算個の数からなる集合S = {L2N+1,K | K = 1, 2, · · · , 2N+1, N ↓
N}を作る. このとき, Sの要素を大きい順に並べることにより, 数列 {aj}j∈Nが得られる. つまり,

1 = a1 > a2 ≥ a3 · · · > 0

のように, 単調減少数列が得られる.ノイマンポアンカレ作用素の固有値の性質ならではの結果として, 次が分かる:

定理 5.2. [80] 任意のC ≥ 1/2に対して, ある単位の奇数分割が存在して
aj ∼ Cj→1/2.

C < 1/2になることはない.

定理 5.2についても,　スペクトルを利用しない証明は現在不明である.

6. 現時点(2025/9/8時点)で分かっていないこと
最後に, ノイマン・ポアンカレ作用素のスペクトルに関連して, 未解決な問題を紹介しておきたい. 他にも, スペクトルゼータ関数 27 やエータ不変量など [16, 85], 大量に問題が残っているが, キリがないので, ごく一部問題を抜粋する形で記載しておきたい.

26K∗
∂ΩK∂Ω : L2(∂Ω)→ L2(∂Ω)は非負の自己共役作用素なので, 非負の平方根 (作用素)を定義できる.

27例えば, 球面S2に対するノイマン・ポアンカレ作用素スペクトルからスペクトルゼータ関数を作ると,
ζS2(p) ≡

∑
j λ

p
j (KS2) =

(
1− 21−p

)
ζ(p− 1)となっている. ただし, ζはリーマンゼータ関数 [85].
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6.1. 解析
2次元の長方形領域ですら, ノイマン・ポアンカレ作用素のスペクトルを正確に把握するのは困難である. 1/2を除いたスペクトルをσ(K∗

∂Ω)と表すと, 正方形 (ωΩ = square)ならば
σ(K∗

square) = σess(K∗
square) = [1/4,−1/4]

である ([88, 89, 112]の集大成. 空間はH (§4.1参照) で考えている.). ところが長方形で考えたとき, 高さを 1に固定して, 横の長さLがある一定の値を超えると 突然, 1/4より大きい固有値が出現する. このような長方形を rectangleLとでも表すと
σ(K∗

rectangleL
) .= σess(K∗

rectangleL
) = [1/4,−1/4]

となる. Lの閾値と存在範囲などは, 数値計算でしか予想できていない [52]. Lの存在範囲が連結かどうかすら良く分からない. ただし, L → ∞のときのスペクトル
σ(K∗

rectangleL
)の極限挙動については分かってきている [19].このような現象は, 3次元の薄型領域や棒状領域などにも, 似たような現象が形を変えて発生すると思われる (極限挙動は [13]).

6.2. 3次元cloaking

§3.3において, 2次元では楕円型領域にメタマテリアルを配置すると, cloaking が発生する結果を紹介した. 3次元では狭義凸領域にメタマテリアルを配置しても, cloaking は発生しなかった (定理3.1). とどのつまり, 3次元において, cloaking (正確には CALR)が発生する (数学的に厳密に証明された)有界領域は見つかっていない. 境界曲面ωΩにガウス曲率が0になる部分の面積があるか, もしくは負の曲率があれば発生するかもしれない. あくまで推測の一つであり 詳細は不明.現時点で,トーラスのように, ガウス曲率負の曲面を境界の一部に持つ図形に, cloak-

ing (CALR)が発生するかは数学的に未解決になっている. 物理学や工学の研究も含めて, まともな数値計算すら殆どできていないと拝察している 28.

6.3. 幾何
2次元の図形ならば, ノイマン・ポアンカレ作用素のスペクトルはメビウス変換で移りあう図形で, 完全に一致している (等スペクトル多様体). 3次元の図形で, ノイマン・ポアンカレ作用素に対する等スペクトル多様体は相似変換以外に見つかっていない.例えば, 球面と同じスペクトルをもてばその図形は球面に限ることは, 定理 4.2から証明される. 相似でない空間図形で (ノイマン・ポアンカレ作用素に対して)等スペクトルになる例は見つかっていない.また, ノイマン・ポアンカレ作用素が正の固有値しか持たない図形は, 球面やprolate

spheroid しか見つかっていない. 当初の Poincaréの計算 [91]を見ても, 3次元の図形ではノイマン・ポアンカレ作用素の固有値はすべて正となっていたが, 1980年代以降に負の固有値が見つかり [6, 7, 8], 実は 逆に正の固有値しかない図形が稀であると予想されるようになってきた (prolate spheroid のみしか見つかっていない). ちなみに, 非凸な図形には負の固有値が無限に存在する [83]. (狭義)凸な図形であっても, 負の固有値が存在する例も見つかっている [6, 7, 8, 23].

28有限要素法などの数値計算を利用すると, 空間 3次元以上の場合, ノイマン・ポアンカレ作用素の計算量は厖大になる (有限要素法の業界では俗に“次元の悪魔”と呼ばれる困難が発生する.).
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6.4. 1/2予想と1/6予想
最後に, 空間図形において, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値に関する予想も紹介したい. §4.4.2でも紹介したように, 球面 ωΩに対する ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値の集合は
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であった. 和が 1/2となる奇数個 (1個, 3個, 5個, . . .)の固有値からなる組が可算個存在している. 一見, 偶然にしか見えないこの性質が, 楕円面でも成立することが証明された [72, 93]. しかも, さらに一般の空間図形に対して成り立つ可能性がある [21].例えば, 数値計算 (精度はかなり低いが)を, 4次曲面 ωΩ := {(x, y, z) | x4+y4+2z2 =

1} ⊂ R3上で実行し, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値を上手く選んで並べると
0.5

0.332 · · · , 0.211 · · · ,−0.043 · · ·
0.30 · · · , 0.22 · · · , 0.12 · · · ,−0.11 · · · ,−0.03 · · ·

· · ·

などとなっており, 各組 (1個, 3個, 5個, . . .)の和は, それぞれ
1

2
,
1

2
,
1

2
, · · ·?

のように見える. 一般の空間内の図形で成り立つ可能性がある (1/2予想).また, 1/2は一般にノイマン・ポアンカレ作用素の固有値になるので, その次の第2固有値が問題になっている. 球面では 1/6なのだが, この値は, 第二固有値の最小となることが予想されている. つまり, 3次元における他の図形では 第二固有値は1/6より大きいことが予想されている (1/6予想). (なお, 1/2予想も1/6予想も楕円面に対しては証明されている. また, 1/2予想が成り立てば, 1/6予想も成り立つ [85].) 現在, 1/2予想と1/6予想を, 一般の空間図形で解決する方策は見当もつかない.
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Neumann–Poincaré operator on tori, Ann. I. H. Poincare-AN 36(7), 1817–1828.

[23] K. Ando, Y. Ji, H. Kang, D. Kawagoe, Y. Miyanishi and G. Rosenblum, Negative
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[27] W. Blaschke, Voresungen Über Differentialgeometrie III, Berlin: Springer (1929)
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[112] S. Werner, SPIEGELUNGSKOEFFIZIENT UND FREDHOLMSCHER EIGENWERT
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ISOMETRIC GELFAND TRANSFORMS OF COMPLETE PICK

SPACES

荒神健太 (KENTA KOJIN)

概要. プレプリント [15] に基づき, 乗算代数 (multiplier algebra) の Gelfand 変換が等長になる (または非可換 Shilov 境界が可換環になる) 完全 Pick 空間は, 単位円盤上の Hardy 空間に限ることを示す.

1. 導入
本講演では [15]を紹介する. タイトルにある完全 Pick空間という名称は有名な

Pick補間定理 [20]に由来する. まずこの定理の主張を述べる. D = {z ∈ C | |z| < 1}を開単位円盤, H∞(D)を D上の有界正則関数全体の成す Banach環とする. ノルムは ∥φ∥∞ := sup
z∈D

|φ(z)|を考える.

定理 1.1 (Pick補間定理). D上のn個の異なる点 z1, . . . , znとn個の複素数w1, . . . , wnが与えられた時, φ ∈ H∞(D)で ∥φ∥∞ ≤ 1かつ φ(zi) = wi (i = 1, . . . , n)を満たすものが存在するための必要十分条件は, n× n行列
[
1− wiwj

1− zizj

]n

i,j=1

が半正定値になることである.

この結果は正則関数の挙動が半正定値行列で理解できることを示唆しており, 複素関数論のみならず作用素論の立場からも興味深い [4, 5]. また, H∞ 制御理論においても重要な役割を果たしたことはよく知られている (例えば [16]). 1967年, Sarason
[23]はH∞(D)がD上のHardy空間H2の乗算代数Mult(H2)と同一視できることを用いて, 定理 1.1の作用素論的な証明を与えた. その後, Agler [1]は Pick型の補間定理が成り立つ再生核ヒルベルト空間を探し, Agler [1], McCullough [17, 18], Quiggin
[21]によって, 行列値の Pick補間定理が成り立つ再生核ヒルベルト空間の特徴付けが与えられた. このような空間を完全 Pick空間と呼び, Hardy空間, Dirichlet空間, 実軸上の Sobolev空間などが基本的な例である. さらに, Agler–McCarthy [3]が任意の既約完全 Pick空間はあるヒルベルト空間 E に対する Drury–Arveson空間 H2

E に埋め込めることを示した. ここで, H2
E はヒルベルト空間 E の開単位球 BE 上で定義された多変数の Hardy空間である. Agler–McCarthyの定理は完全 Pick空間が Hardy空間と類似の性質を多数持ち得ることを示唆し, 多くの研究者がそれを実証してきた.実際, Beurlingの定理や inner-outer分解などHardy空間論の様々な結果が完全 Pick空間の設定に一般化できる. すなわち, 完全 Pick空間は Hardy空間の適切な一般化の一つである. 完全 Pick空間の標準的な教科書は [4]であり, サーベイ論文 [12]では比較的最近の結果も紹介されている.用語の定義は後の章で行うことにして, 本研究の動機となった結果を述べる.

Date: August 25, 2025.
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(1) Hartz [10]は任意の乗算作用素がハイポ正規であるような完全 Pick空間は本質的に Hardy空間に限ることを示した.
(2) 講演者 [14, Theorem 3.9]は任意の乗算作用素φに対して∥φ∥∞ = ∥φ∥Mult(Hk)が成り立つ完全 Pick空間は本質的に Hardy空間に限ることを示した.

上記の結果 (1), (2)のいずれかの仮定を満たすとき, 乗算代数Mult(Hk)の Gelfand変換は等長になる (詳細は 3章). また, 講演者が John E. McCarthy氏の下に滞在中,
Michael Hartz氏がメールで共有して下さった次の予想も本研究の動機である:

予想 1.2 (Hartz–Clouâtre, 2015). 乗算代数の非可換 Shilov境界 (C*-envelope)が可換環になる完全 Pick空間は, 本質的にHardy空間に限る. つまり, 乗算代数が一様環になる時, 通常の Shilov境界と非可換 Shilov境界が一致する完全 Pick空間はHardy空間に限る.

この予想に関連して, Clouâtre–Timko [6, Theorem 2.4]は, ヒルベルト空間H 上の有界作用素全体 B(H)の単位的ノルム閉部分代数1A ⊂ B(H)に対し, Aの非可換
Shilov境界が可換環になるための必要十分条件は, AのGelfand変換が完全等長写像になることという事実を示した2. 以上から, 乗算代数のGelfand変換が等長であるような完全 Pick空間の特徴付けを与えることは自然である.

2. 完全 Pick空間
集合X 上で定義された複素数値関数の成すヒルベルト空間Hk が再生核ヒルベルト空間 (再生核ヒルベルト空間)であるとは, 任意の点 x ∈ X に対して, Hk のベクトル kx がただ一つ存在して

f(x) = ⟨f, kx⟩Hk (f ∈ Hk)

を満たす時をいう. この時, Hk の再生核 k : X ×X → Cは
k(x, y) = ⟨ky, kx⟩Hk (x, y ∈ X)

で定義される. より一般に, 関数 k : X ×X → Cが再生核 (または半正定値)であるとは, 任意の n点 x1, . . . , xn ∈ X と c1, . . . , cn ∈ Cに対して,
n∑

i,j

cicjk(xi, xj) ≥ 0

を満たすことである. この条件は n× n行列
[k(xi, xj)]

n
i,j=1

が半正定値であることと同値である. 再生核ヒルベルト空間は再生核によって決定される. 再生核ヒルベルト空間 Hk が既約であるとは, 次の二つを満たすことをいう: (1) 異なる x, y ∈ X に対し, kx と ky は一次独立, (2) 任意の x, y ∈ X に対して
k(x, y) ̸= 0. 本稿では既約な再生核ヒルベルト空間のみを考える.次に, 再生核ヒルベルト空間に作用する作用素を定義する. Hk を集合X 上の再生核ヒルベルト空間とした時, その乗算代数 (multiplier algebra)は

Mult(Hk) = {φ : X → C |任意の f ∈ Hk に対して, φf ∈ Hk}
で定義される. 閉グラフ定理から, 任意の φ ∈ Mult(Hk)は Hk 上の有界線形作用素
Mφ : f ,→ φf を定める. そこで, φとMφを同一視すると, ∥φ∥Mult(Hk) = ∥Mφ∥B(Hk)によってMult(Hk)は作用素代数となる. すなわち, Mult(Hk)は B(Hk)の単位的閉

1a ∈ A のとき a∗ ∈ A とは限らない.
2完全等長ならば等長である.
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部分代数とみなせる3. なお, 任意の φ ∈ Mult(Hk)に対して, ∥φ∥∞ ≤ ∥φ∥Mult(Hk)が成り立つ. 特に, 任意の乗算作用素は有界関数である.再生核ヒルベルト空間の基本的かつ重要な例の一つは開単位円盤 D上のHardy空間
H2 =

{
f ∈ O(D)

∣∣∣∣∣

∞∑

n=0

|f̂(n)|2 <∞
}

である. ここで, O(D)は D上の正則関数全体, f̂(n)は f の原点での n次 Taylor係数である. ゆえに, H2 は数列空間 "2(Z≥0)と自然に同一視できる. Hardy空間の再生核は Szegö核
kS(z, w) =

1

1− zw
(z, w ∈ D)

である. また, Mult(H2) = H∞(D)であり, 任意の φ ∈ Mult(H2)(= H∞(D))に対して ∥φ∥Mult(H2) = ∥φ∥∞ が成り立つ. これらの事実を用いると, 定理 1.1は次の様に再生核ヒルベルト空間の言葉で書き換えられる:

定理 2.1 (Pick補間定理). D上のn個の異なる点 z1, . . . , znとn個の複素数w1, . . . , wnが与えられた時, φ ∈ Mult(H2)で ∥φ∥Mult(H2) ≤ 1かつ φ(zi) = wi (i = 1, . . . , n)を満たすものが存在するための必要十分条件は, n× n行列
[
(1− wiwj)k

S(zi, zj)
]n
i,j=1

が半正定値になることである.

Hardy空間は昔からよく研究されており, 興味深い理論が展開されている (基本的なことは [4, 22]などを見よ). そこで, Hardy空間と同様の性質が多く成り立つ再生核ヒルベルト空間を探すことは自然であり, その答えの一つが完全 Pick空間だといえる. 完全 Pick空間は行列値の Pick補間定理が成り立つ空間である.

定義 2.2. Hkを集合X上の関数が成す再生核ヒルベルト空間とする. Hkが完全Pick空間であるとは, 異なる n点 x1, . . . , xn ∈ X および n個の m ×m行列W1, . . .Wnに対して
[(I −WiW

∗
j )k(xi, xj)]

n
i,j=1が半正定値ならば, Φ ∈Mm(C)⊗Mult(Hk) ⊂ B(Cm⊗Hk)で∥Φ∥Mm(C)⊗Mult(Hk) ≤ 1かつ Φ(xi) = Wi (i = 1, . . . , n) を満たすものが存在する時を言う. ここで, Φ ∈

Mm(C)⊗Mult(Hk)はMult(Hk)の元が成分のm×m行列 Φ = [φi,j ]
m
i,j=1と考えてよい.

例 2.3. (1) 実数 t ∈ R に対し, D × D 上の関数を kt(z, w) :=
∞∑

n=0

(n + 1)tznwn

(z, w ∈ D)で定める. すると, kt は再生核になるので, 各 t ∈ Rに対して D上の正則関数が成す再生核ヒルベルト空間Hkt が定まる4. 特に, Hk−1 は Dirichlet空間, Hk0は Hardy空間, Hk1 は Bergman空間である. t ≤ 0の時, Hkt は完全 Pick空間になる [4, Lemma 7.38], [11, Lemma 2.3]. なお, t ≥ 0の時Mult(Hkt) = H∞(D)かつ
∥ · ∥Mult(Hkt )

= ∥ · ∥∞ が成り立つ.

(2) 単位球 Bd = {z ∈ Cd | ∥z∥Cd < 1}上の再生核ヒルベルト空間を考える. 実数
t ∈ Rに対し, Bd×Bd上の関数を kt(z, w) :=

∞∑

n=0

(n+1)t⟨z, w⟩nCd (z, w ∈ Bd)で定義
3M∗

φ ∈ Mult(Hk) とは限らない
4再生核 k(z, w) が z について正則, w について反正則なら Hk は正則関数の成す空間になる.
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する. すると, ktは再生核になるので, 各 t ∈ Rに対して Bd上の正則関数が成す再生核ヒルベルト空間Hktが定まる. 特に, Hk−1はDirichlet空間, Hk0はDrury–Arveson空間である. t ≤ 0の時, Hkt は完全 Pick空間になる [4, Lemma 7.38], [11, Lemma
2.3].

(3) 閉区間 [0, 1]上の絶対連続関数で
∥f∥ =

∫ 1

0
|f(x)|2 dx+

∫ 1

0
|f ′(x)|2 dx <∞

を満たすもの全体を Sobolev空間という. Sobolev空間は再生核ヒルベルト空間であり, その再生核は
k(x, y) =

{
cosech(1) cosh (1− x) cosh (y) (y ≤ x)

cosech(1) cosh (1− y) cosh (x) (x ≤ y).

で与えられる. Sobolev空間は完全 Pick空間である [2] ([4, 21]なども参考になる).

集合 X 上の関数が成す既約な再生核ヒルベルト空間 Hk を考える. 点 x0 ∈ X に対し, k(x, x0) = 1 (x ∈ X)が成り立つとき, Hkは x0で正規化されているという. 実は, 既約な再生核ヒルベルト空間はある点 x0 ∈ X で正規化されているとして一般性を失わない (詳細は [4, Section 2.6]). 完全 Pick空間について, 次の特徴付けが知られている.

定理 2.4 (Agler–McCarthy [3]). Hkを集合X 上の関数が成す x0 ∈ X で正規化された既約な再生核ヒルベルト空間とする. この時, 以下は同値である:

(1) Hk は完全 Pick空間である.

(2) 1− 1

k(x, y)
はX 上の再生核である.

(3) ヒルベルト空間 E と, 単射 b : X → BE = {z ∈ E | ∥z∥E < 1}が存在して,
b(x0) = 0かつ

k(x, y) =
1

1− ⟨b(x), b(y)⟩E
(x, y ∈ X)

が成り立つ.

特に, 完全 Pick空間の再生核の形は Hardy空間の再生核
kS(z, w) =

1

1− zw
(z, w ∈ D)

と類似していることがわかる. 実際, 完全 Pick空間は Hardy空間と同様の性質を多数持つことが明らかになってきており, 現在もよく研究されている [4, 12]. 例えば, 完全 Pick空間に対して Beurlingの定理や inner-outer分解などが証明できる.

3. Banach環と C*-環
C上の単位的多元環 Aがノルム ∥ · ∥に関して完備であり, かつ任意の a, b ∈ Aに対して ∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥が成り立つ時, Aを単位的 Banach環という. 特に, 対合

a ,→ a∗ が定義され, 任意の a ∈ Aに対して ∥a∗a∥ = ∥a∥2 が成り立つ単位的 Banach環を単位的 C*-環という. (Mult(Hk), ∥ · ∥Mult(Hk))は単位的可換 Banach環, コンパクト空間 ”に対し C(”)は単位的可換 C*-環, ヒルベルト空間 H に対して B(H)は単位的 C*-環である.単位的可換 Banach環のGelfand変換を簡単に説明する. 単位的可換 Banach環A上の 0でない線形汎関数 χ : A→ Cが
χ(1) = 1,χ(ab) = χ(a)χ(b) (a, b ∈ A)
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を満たすとき, χを指標という. A上の指標全体∆(A)は適当な位相 (weak ∗-topology)でコンパクト Hausdorff 空間になる5. 任意の a ∈ A に対し, ∆(A) 上の連続関数
â ∈ C(∆(A))を

â(χ) := χ(a) (χ ∈ ∆(A))

で定める. すると, 対応 a ,→ âは準同型写像であり, さらに
∥â∥∞ := sup

χ∈∆(A)
|χ(a)| ≤ ∥a∥A (a ∈ A)

が成り立つ. この対応A ∋ a ,→ â ∈ C(∆(A))をGelfand変換という. Gelfand変換は contractiveだが一般に等長とは限らない.
1 章で述べた本研究の動機について補足する. スペクトルの一般論から, 任意の

a ∈ Aに対して ∥a2∥ = ∥a∥2 が成り立つ時, Gelfand変換が等長, すなわち
∥â∥∞ = ∥a∥A (a ∈ A)

が従う. ヒルベルト空間上の有界作用素 a ∈ B(H)がハイポ正規の時, ∥an∥ = ∥a∥n
(n ∈ N) が成り立つ [13, 定理 6.3.10]. したがって, 任意の φ ∈ Mult(Hk) に対し
Mφ ∈ B(Hk)がハイポ正規ならば, Mult(Hk)の Gelfand変換は等長である. また,
∥φ2∥∞ = ∥φ∥2∞ なので, 任意の φ ∈ Mult(Hk)に対し ∥φ∥Mult(Hk) = ∥φ∥∞ が成り立つならば, Mult(Hk)の Gelfand変換は等長である.次に, 単位的可換 C*-環 A の Gelfand 変換について説明する. a = a∗ を満たす
a ∈ Aと任意の χ ∈ ∆(A)に対して, χ(a) ∈ Rが成り立つ. さらに, 複素数と同様に任意の a ∈ Aは

a =
a+ a∗

2
+ i

a− a∗

2iと自己共役元の線形結合に分解できるので,

χ(a∗) = χ(a) (a ∈ A,χ ∈ ∆(A))

が成り立つ. したがって, Gelfand変換A ∋ a ,→ â ∈ C(∆(A))は ∗準同型になる. また, Aが可換環ならば任意の a ∈ Aに対して a∗a = aa∗が成り立つので, ∥a∗a∥ = ∥a∥2を用いると,

∥a∥4 = ∥a∗a∥2 = ∥(a∗a)∗a∗a∥ = ∥a∗aa∗a∥ = ∥a∗a∗aa∥ = ∥(a2)∗a2∥ = ∥a2∥2.

よって任意の a ∈ Aに対して ∥a2∥ = ∥a∥2 が成り立つので, 単位的可換 C*-環 Aの
Gelfand変換は等長である. また, Stone-Weierstrassの定理からGelfand変換は全射になる. 以上から, 単位的可換 C*-環Aは C(∆(A))と同一視できる. したがって, 単位的 C*-環はコンパクト Hausdorff空間 ”または C(”)の “非可換版”と見做せる.

4. 非可換 Shilov境界 (C*-envelope)

この章では [19]に基づいて非可換 Shilov境界 (C*-envelope)を紹介する. ヒルベルト空間 H に対し, B(H) の部分多元環 1 ∈ A ⊂ B(H) を作用素代数と呼ぶ. なお, a ∈ Aに対し a∗ ∈ Aとは限らない. 例えば, 再生核ヒルベルト空間 Hk に対し,
Mult(Hk) ⊂ B(Hk)は作用素代数である. 後で説明するが, 非可換 Shilov境界は作用素代数Aを含む “最小の”C*-環である. さらに, Aが一様環の時はAの Shilov境界上の連続関数環と一致するので, 非可換 Shilov境界と呼ばれる6. 作用素代数A ⊂ B(H)と n ∈ Nに対し, Mn(A) = {[ai,j ]ni,j=1 | ai,j ∈ A}と定義する. すると, n × n行列が Cn 上の有界作用素を定めるのと同様に, Mn(A) は B(Hn) の作用素代数と見

5コンパクト性は A が単位的であることから従う.
6C*-envelope と呼ぶのが標準的だが, ここでは研究集会の特色を踏まえて非可換 Shilov 境界と呼ぶ.
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做せる. ここで, Hn は H を n回直和してできるヒルベルト空間である. 線形写像
ρ : A→ B(K)と n ∈ Nに対し, ρn : Mn(A)→ B(Kn)を

ρn([ai,j ]) = [ρ(ai,j)] ([ai,j ] ∈Mn(A))

で定める. 任意の n ∈ Nに対し ρnが等長である時, ρを完全等長写像という. 明らかに完全等長ならば等長である.作用素代数 A ⊂ B(H)に対し Aが生成する C*-環 C∗(A) ⊂ B(H)は Aを含む
(B(H)内で)最小の C*-環である. 一方, 完全等長準同型写像 ρ : A→ B(K)に対し,
Aと ρ(A)は同一視できるので, C∗(ρ(A)) ⊂ B(K)もまた Aを含む C*-環と見做せる. また, C∗(ρ(A))は ρ(A)(∼= A)を含む (B(K)内で)最小の C*-環である. つまり,同型を無視すると, Aを含む最小の C*-環 C∗(A)は器である B(K)の選び方に依存する. そこで, {C∗(ρ(A)) | ρは A上の完全等長準同型写像 } 7 の中で最小のものを非可換 Shilov境界と呼ぶ. 厳密には, 以下の条件を満たすC*-環C∗

e (A) ⊂ B(K)と完全等長準同型写像 ι : A→ B(K)の組を非可換 Shilov境界 (またはC*-envelope)という:

(1) C∗(ι(A)) = C∗
e (A).

(2) 任意の完全等長準同型写像 ρ : A → B(L) に対し, 全射 ∗-準同型写像 π :
C∗(ρ(A))→ C∗

e (A)で π(ρ(a)) = ι(a) (a ∈ A)を満たすものが存在する.

つまり, 任意の完全等長準同型写像 ρ : A→ B(L)に対し, C∗(ρ(A))/ kerπ ∼= C∗
e (A)である. C∗

e (A)が存在するならば ∗-同型を除いて一意に定まるが,その存在はHamana
[9]が示した:

定理 4.1 ([9]). 任意の作用素代数 Aに対して C∗
e (A)が存在する.

より一般に単位的 C*-環 Bの部分多元環 1 ∈ A ⊂ Bを作用素代数と呼ぶ. 一般の作用素代数 Aに対しても同様にして非可換 Shilov境界 C∗
e (A)が定義できる. 実際,任意の C*-環 Bは Gelfand–Naimarkの定理によって, ある B(H)の C*-部分代数と等距離 ∗-同型になる. さらに, C*-ノルムは一意に定まるので, 任意の n ∈ Nに対してMn(B) ⊂ B(Hn)と考えて良い.

”をコンパクト Hausdorff空間, A ⊂ C(”)を一様環とする. ノルムは ∥ · ∥∞を考える.

定理 4.2 ([19, Theorem 15.17 and Corollary 15.18]). 一様環 A ⊂ C(”) に対し,
C∗

e (A) = C(∂SA) が成り立つ. ここで, ∂SA ⊂ ” は A の Shilov 境界である. すなわち, ∂SAは以下を満たすコンパクト集合である:

(1) sup
x∈Ω

|f(x)| = sup
x∈∂SA

|f(x)| (f ∈ A).

(2) もし閉集合 Y ⊂ ”が上記 (1)を満たすならば, ∂SA ⊂ Y が成り立つ.

注意 4.3. 上記の定理から, 作用素代数の Geldfand 変換 A が完全等長であれば
C∗

e (A) = C(∂SA) が成り立つ. 可換作用素代数 A の Gelfand 変換が等長だとしても完全等長とは限らないと考えられるが, 少なくとも講演者は具体的な反例を知らない8.

予想 1.2に関して, 以下の結果は有用である.

定理 4.4 ([6, Theorem 2.4]). 可換なノルム閉作用素代数A ⊂ B(H)に対して, 以下は同値である:

7簡単のために形式的に集合の記号を用いたが, ヒルベルト空間全体は集合にならないので, この族も集合にならない.
8もし構成できればお知らせください. なお, completely contractiveは [19, Theorem 3.9]から従う.
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(1) C∗
e (A)は可換.

(2) Aの Gelfand変換は完全等長.
(3) ある両側閉イデアル J ⊂ C∗(A)が存在して, C∗(A)/J が可換で, さらに商写像 q : C∗(A) ,→ C∗(A)/J が A上では完全等長になる.

非可換 Shilov境界は近年急速に発展している非可換Choquet理論の文脈で理解できる [7, 8].

5. 主定理
集合 A ⊂ Dについて, f(z) = 0 (z ∈ A)を満たす関数 f ∈ H2 が f = 0に限る時,

AはH2の一意性集合という. 例えば, 一致の定理から D内の開集合はH2の一意性集合である.次が本講演の主定理である.

定理 5.1 ([15, Theorem 1.2]). Hk を集合X 上の関数が成す既約完全 Pick空間とする. さらに, Hk は点 x0 ∈ X で正規化されているとする. この時, 以下は同値である:

(1) Mult(Hk)の Gelfand変換が等長.
(2) Mult(Hk)の Gelfand変換が完全等長.
(3) C∗

e (Mult(Hk))が可換.
(4) H2 の一意性集合 A ⊂ Dと全単射写像 j : X → Aが存在して, j(x0) = 0と

k(x, y) =
1

1− j(x)j(y)
(x, y ∈ X)

が成り立つ.

さらに, 上記のいずれかの条件 (したがって全ての条件 )が成り立つ時,

H2 → Hk, f ,→ f ◦ j
はユニタリー作用素になり,

H∞(D)→ Mult(Hk), φ ,→ φ ◦ j
は完全等長同型写像になる.

この結果は [10]と [14, Theorem 3.9]の一般化である. また, 予想 1.2の肯定的解決でもある.定理 5.1の証明の概略を述べる. 定理 5.1で最も非自明な部分は (1)⇒(4)である. より正確には, Gelfand変換が等長ならば, 定理 2.4におけるヒルベルト空間 E が 1次元でとれる点である. これを示すためのアイディアを述べる. 定理 2.4を踏まえて, 簡単のために最も単純な場合である 2次元単位球 B2 = {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 < 1}上のDrury–Arveson空間について考える. 一般の場合は複雑になるが, 本質的なアイディアは変わらない. 証明で必要になるのは以下で述べる一般化された Schwarzの補題である. 古典的な Schwarzの補題は, ∥φ∥∞ ≤ 1と φ(0) = 0を満たす正則関数
φ ∈ H∞(D)に対して, |φ(z)| ≤ |z| (z ∈ D)が成り立ち, さらに, ある z ∈ Dで等号が成立するならば, 実数 θを用いて φ(z) = eiθz と表現できることを保証する. 重要なのは主張の後半部分の意味での一意性である. Schwarzの補題が 2点 Pick補間定理と同値なことを踏まえ, 完全 Pick性を弱めた 2点 Pick性を定義する.

定義 5.2. Hk を集合 X 上の関数が成す再生核ヒルベルト空間とする. 異なる 2点
x1, x2 ∈ X と 2個の複素数 w1, w2 ∈ Cに対して

[
(1− |w1|2)k(x1, x1) (1− w1w2)k(x1, x2)
(1− w2w1)k(x2, x1) (1− |w2|2)k(x2, x2)

]
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が半正定値ならば, ∥φ∥Mult(Hk) ≤ 1かつφ(xi) = wi (i = 1, 2)を満たすφ ∈ Mult(Hk)が存在する時, Hk を 2点 Pick空間と呼ぶ.

明らかに完全 Pick空間は 2点 Pick空間である. 2点 Pick空間に対して, 一般化された Schwarzの補題が成り立つ.

補題 5.3 ([11, Proposition 3.7]). Hk を集合X 上の関数が成す既約な 2点 Pick空間とする. さらに, Hk は点 x0 ∈ X で正規化されているとする. この時,

sup{Reφ(x) | ∥φ∥Mult(Hk) ≤ 1 and φ(x0) = 0} =

(
1− 1

k(x, x)

)1/2

が任意の xについて成り立ち, x ̸= x0 ならばこの値は正になる. さらに, x ̸= x0 ならば, 左辺の上限を達成する φは一意に定まる.

Hk = H2 の時, この結果は古典的な Schwarzの補題に他ならない.では, B2上のDrury–Arveson空間H2
2 の場合について議論しよう. H2

2 の再生核は
k(z, w) =

1

1− (z1w1 + z2w2)
(z = (z1, z2), w = (w1, w2) ∈ B2)

で与えられる. 明らかに H2
2 は原点 (0, 0)で正規化されている. 座標関数 z1, z2 について, z1, z2 ∈ Mult(H2

2 )であり, さらに
I −Mz1M

∗
z1 −Mz2M

∗
z2 ≥ 0 (5.1)

が成り立つ. これは非自明だが, H2
2 が B2上の自然な再生核ヒルベルト空間であることと, (z1, z2) ∈ B2 に対して 1 − |z1|2 − |z2|2 ≥ 0が成り立つことから直感的には納得できると思う. 特に I −Mz1M
∗
z1 ≥ 0なので, ∥z1∥Mult(H2

2 )
≤ 1である. 0 < α < 1を満たす正の実数 α ∈ Rをひとつ固定して, (α, 0) ∈ B2 に対して補題 5.3を考察する. 補題における記号を用いると, x = (α, 0), x0 = (0, 0)の場合を考える. 簡単な計算から,

(
1− 1

k(x, x)

)1/2

= α

がわかるので, Rez1(x) = α =

(
1− 1

k(x, x)

)1/2

, z1(x0) = 0が成り立つ. 補題 5.3

における一意性から, Mult(H2
2 )の Gelfand変換が等長という仮定の下で, 以下の性質を満たす z1 ̸= φ ∈ Mult(H2
2 )を構成できれば矛盾が得られる:

(1) ∥φ∥Mult(H2
2 )
≤ 1,

(2) φ(x0) = 0,

(3) Reφ(x) =

(
1− 1

k(x, x)

)1/2

= α.

φ(z1, z2) = z1+
1

2
z22とおく. 明らかに φ(x0) = 0, Reφ(x) = αが成り立つ. Mult(H2

2 )の Gelfand変換が等長と仮定する. この時,

∥φ∥Mult(H2
2 )

= sup
χ∈∆(Mult(H2

2 ))
|χ(Mφ)|

が成り立つ. 式 (5.1)から
[
I 0
0 I

]
−
[
Mz1 Mz2

0 0

] [
Mz1 Mz2

0 0

]∗
=

[
I −Mz1M

∗
z1 −Mz2M

∗
z2 0

0 I

]
≥ 0
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が成り立つ. よって,

∥∥∥∥

[
Mz1 Mz2

0 0

]∥∥∥∥ ≤ 1 がわかる. [22, Theorem 9.21] と [19,

Proposition 3.8]から, 任意の χ ∈ ∆(Mult(H2
2 ))に対して∥∥∥∥

[
χ(Mz1) χ(Mz2)

0 0

]∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥

[
Mz1 Mz2

0 0

]∥∥∥∥ ≤ 1

が成り立つので,

|χ(Mz1)|2 + |χ(Mz2)|2 =

∥∥∥∥

[
χ(Mz1) χ(Mz2)

0 0

] [
χ(Mz1) χ(Mz2)

0 0

]∗∥∥∥∥ ≤ 1 (5.2)

を得る9. したがって, 任意の χ ∈ ∆(Mult(H2
2 ))に対して,

|χ(Mφ)| ≤ |χ(Mz1)|+
1

2
|χ(Mz2)|2 ≤ |χ(Mz1)|+

1

2
(1− |χ(Mz1)|2) (by (5.2))

≤ 1 (by |χ(Mz1)| ≤ 1).

いま, Mult(H2
2 )の Gelfand変換は等長だと仮定しているので, ∥Mφ∥ ≤ 1が成り立つ. よって, 補題 5.3における一意性に矛盾する. 一般の設定でも同様の議論によって, 定理 2.4におけるヒルベルト空間 E が 1次元でとれることが示せる.
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[17] S. McCullough, Carathéodory interpolation kernels, Integral Equations Operator Theory,
15(1), 43-71, 1992.

[18] S. McCullough, the local de Branges-Rovnyak construction and complete Nevanlinna–Pick
kernels, Algebraic methods in operator theory, Birkhäuser Boston, Boston, MA, 15-24, 1994.
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完全積分可能系の積分変換と多変数特殊函数
安達 駿弥 (宇都宮大学)∗

1 はじめに
複素領域における微分方程式は解析学や特殊函数論をはじめとして, 数論や微分幾何学, 数理物理学や統

計学といった幅広い分野に現れる. 中でも Gaussの超幾何函数
(1.1) 2F1

(
α,β
γ

;x

)
=

∞∑

n=0

(α)n(β)n
(γ)nn!

xn, (α)n =
!(α+ n)

!(α)

が満たす微分方程式 (Gaussの超幾何微分方程式)

(1.2) x(1− x)y′′ + [γ − (α+ β + 1)x]y′ − αβy = 0

のように解の大域挙動が明示的にわかる方程式は応用の幅も広く, 様々な数理科学の発展に貢献している.

したがって, 微分方程式の大域解析の手法を整備して大域挙動が明示的にわかる方程式を増やしていくこと
は重要な研究テーマの一つである.

講演者はこのテーマに対して Katz 理論の視点から研究を進めている. Katz 理論とは N. Katz [14] に
よって構築された, Fuchs型方程式に対する理論である. Fuchs型方程式とは複素射影直線 P1 = C ∪ {∞}
上の線形常微分方程式であって特異点として確定特異点のみを持つもののことで, 一般に

du

dx
=

(
q∑

i=1

Ai

x− ai

)
u, Ai ∈ Mat(N,C)(1.3)

という連立 1 階型 (システム) の形で表される. 後述するように, Gauss の超幾何微分方程式 (1.2) も未知
関数ベクトルを適切に設定することでこの形に書き直すことができる. Katz はこの形の方程式に対して
Euler変換 (ベキ関数による畳み込み)

f(x) %→
∫

∆
f(t)(x− t)λ dt

に由来するmiddle convolutionという変換を導入し, Fuchs型方程式の研究に新たな展開をもたらした. こ
の変換は Fuchs 型方程式を Fuchs 型方程式に移す可逆変換で, 一般に方程式の階数を変化させる. さらに
解の大域挙動を記述する接続係数, モノドロミーといった量が変換によってどう変化するかが明示的に追
跡できる ([5], [17])ことから, 高階の微分方程式の大域解析をより階数の低い方程式の大域解析に帰着させ
ることが可能となる. これにより大域解析可能な Fuchs型方程式の範囲は大きく広がった. 加えて middle

convolution に関連して Katz が導入した諸概念は Fuchs 型方程式に対する新たな視点を与え, Painlevé

方程式, 共形場理論をはじめとする様々な分野の研究に大きなインパクトを与えた (cf. [12], [3]). 同時に
Katz理論自体も Fuchs型とは限らない一般の線形常微分方程式へ拡張されている ([15, 18, 19]).

∗ 〒321-8505 栃木県宇都宮市峰町 350 宇都宮大学 共同教育学部
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以上に述べたことは常微分方程式に対する結果であるが, 原岡 [6] は Katz 理論の枠組が偏微分方程
式の解析にも有用であることを見抜き, 完全積分可能系と呼ばれる線形偏微分方程式系に対して middle

convolutionを多変数化することで高次元 Katz理論の基盤を与えた. この結果は多変数超幾何微分方程式
をはじめとする重要な偏微分方程式系の解析に有用なだけでなく, これまで知られていなかった大域解析
可能な完全積分可能系のクラスの新たな発見も可能にするものであった ([16]). 高次元 Katz理論の視点に
基づいた完全積分可能系およびその解として特徴付けられる特殊函数の研究は現在活発に進められている.

こうした背景の下で, 講演者は超平面配置に沿って特異性を持つ完全積分可能系に対して middle Laplace

transformと呼ばれる Katz理論的な積分変換を導入し, その基本的な性質を証明した ([1]). これは不確定
特異性を持つ方程式も自然に扱える枠組みであり, 大域解析に対しても有効に働くと期待している.

本稿では, この研究の動機となった Katz理論の概略を本講演に関係する部分に絞って (おそらく講演中
には触れられないであろう内容も含めて)紹介する. 続いて高次元 Katz理論や論文 [1]の内容の一部を, 主
に多変数超幾何函数に関連する具体的な方程式を通して概説する.

2 (一変数) Katz理論
まずは Fuchs 型方程式に対する Katz 理論の概略を具体例を交えながら述べる (詳細については原岡

[7] やその英訳版 [8], 廣惠 [11] をご参照ください). §1 で述べたように Fuchs 型方程式とは複素射影直線
P1 = C ∪ {∞}上の線形常微分方程式であって特異点として確定特異点のみを持つもののことで, 一般に

du

dx
= A(x)u, A(x) =

q∑

i=1

Ai

x− ai
, Ai ∈ Mat(N,C)(2.1)

という連立 1階型 (システム)の形で表される. この方程式は {a0＝∞, a1, . . . , aq} ⊂ P1 に特異点を持つ.

右辺に現れる行列 Ai は x = ai における解の局所的な情報を持っている行列で, 留数行列と呼ばれる. また
t = 1/xとして方程式 (2.1)を書き換えると t = 0 (⇔ x =∞)における留数行列が

A0 := −(A1 +A2 + · · ·+Aq)

になることがわかる. 簡単のため本稿を通して以下の仮定をおく:

各 Ai (0 ≤ i ≤ q)の固有値は全て 0以外の整数差を持たない.

この仮定を非共鳴的 (non-resonance)と呼ぶこともある.

例 2.1. Gaussの超幾何微分方程式 (1.2)は {0, 1,∞}に確定特異点を持つ Fuchs型方程式である. これを
(2.1)の形に表すためには次のようにすれば良い: 未知関数ベクトルを

u =

(
y
xy′

β

)

とする. するとこれは
(2.2)

du

dx
=

(
A1

x
+

A2

x− 1

)
u

を満たす. ここで
A1 =

(
0 β
0 1− γ

)
, A2 =

(
0 0
−α γ − α− β − 1

)
, A0 = −(A1 +A2) ∼

(
α 0
0 β

)

である.
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ここで確定特異点という概念について簡単に説明しておく. これは非常に大雑把に言えば, その点の周り
で解が分岐する, つまり複素ベキ関数 (x − a)ρ (ρ ∈ C)に近い振る舞いをするような特異点のことである.

実際 (2.1)は x = ai の周りで
(2.3) U(x) = G(x)(x− a)Ai , G(x) = I +O(x− ai)

という形の基本解行列 (解空間の基底を並べてできる行列)を持つ. ここで G(x)は x = ai の近傍で収束す
る行列係数のベキ級数であり, (x− a)Ai は行列の指数関数を用いて
(2.4) (x− a)Ai = eAi log(x−ai)

で定義される多価関数である (つまり関数として値を確定させるためには分枝を固定する必要がある). こ
の表示 (2.3)を使うと方程式 (2.1)の x = ai における局所挙動, すなわち局所モノドロミーが次のようにし
て求められる. !を x = ai の周りを正の向きに一周する閉曲線として, !に沿って基本解行列 U(x)を解析
接続することを考える. するとこの解析接続の結果 (2.4)における log(x− ai)が log(x− ai) + 2πiとなる
ことから U(x)は

U(x) %→ U(x)e2πiAi

という変化を受ける. つまり方程式 (2.1)の基本解行列 (2.3)の特異性は
e2πiAi

という定数行列によって記述されるのである. 基本解行列 (2.3)の取り方には右から可逆行列をかける任意
性があり, それによる基本解行列の取り替えは e2πiAi に対する相似変換を引き起こすことに注意して, 次の
ように局所モノドロミーを定義する.

定義 2.2. e2πiAi の GL(N,C)の作用による共役類 [e2πiAi ]を, 方程式 (2.1)の x = ai における局所モノド
ロミーという.

このように, 一つの確定特異点における解の構造や多価性は比較的よくわかり, それらは本質的に留数行
列 Ai によって記述される. 一方, 複数の特異点をまたぐような解析, 例えばある特異点の周りでの基本解行
列を別の特異点の近くに解析接続したときの振る舞い (接続問題)や, 別の特異点を一周して戻ってくるよ
うに解析接続したときの振る舞い (モノドロミー表現)を調べる問題は大域解析と呼ばれ, 限られたクラス
(例えば rigid, これについては後述)に属する方程式を除いて我々は一般的な解析方法を手に入れていない.

2.1 Fuchs型方程式に対する middle convolution

Katz は C \ {a1, a2, . . . , aq} 上の局所系 (Fuchs 型方程式のモノドロミー表現と等価な対象) に対して
addition と middle convolution という 2 つの操作を定義した ([14]). その定義は偏屈層を用いたもの
で, (少なくとも講演者にとっては) 複雑なものであったが, その後 Dettweiler–Reiter が Katz の定義を
Fuchs 型方程式のモノドロミー表現に対する線形代数的操作として再定式化し, さらにその操作とマッ
チするように Fuchs 型方程式に対する addition と middle convolution を定義した ([4], [5]). ここでは
Dettweiler–Reiterによる Fuchs型方程式に対する additionと middle convolutionの定義を紹介する.

定義 2.3. α = (α1,α2, . . . ,αq) ∈ Cq として, Fuchs型方程式 (2.1)に対して Fuchs型方程式
dv

dx
= B(x)v, B(x) =

q∑

i=1

Ai + αi

x− ai

を対応させる変換を α による addition といい, addα で表す. ここで Ai + αi は Ai + αiIN を意味する
(以下この記法を断りなく使う). 方程式と係数関数を同一視して addα(A(x)) = B(x)と書くこともある.
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middle convolutionの定義には少し準備が要る. まず λ ∈ Cをパラメータとして, 方程式 (2.1)に対して

(2.5) Gi =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

ON · · · · · · · · · ON

· · · · · · · · ·
A1 · · · Ai + λ · · · Aq

· · · · · · · · ·
ON · · · · · · · · · ON

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
(i

という qN × qN 行列を考える (1 ≤ i ≤ q). すると簡単な計算で

K0 :=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝
v1
...
vq

⎞

⎟⎠ ∈ (CN )q

∣∣∣∣∣∣∣
vi ∈ kerAi (1 ≤ i ≤ q)

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, K∞ := ker(G1 +G2 + · · ·+Gq)

はいずれも (G1, G2, . . . , Gq) 不変であることが確かめられる. したがって (G1, G2, . . . , Gq) は商空間
CqN/(K0 + K∞)への作用を引き起こす. その作用を与える行列の組を (Ḡ1, Ḡ2, . . . , Ḡq)として以下のよ
うに定義する.

定義 2.4. λ ∈ Cとする. Fuchs型方程式 (2.1)に対して Fuchs型方程式
(2.6)

dv

dx
= B(x)v, B(x) =

q∑

i=1

Ḡi

x− ai

を対応させる操作を λによるmiddle convolutionといい, mcλ で表す. これも addition同様, 方程式と
係数関数を同一視してmcλ(A(x)) = B(x)と表すこともある.

この定義からすぐにわかることとして,

• addition, middle convolutionは特異点の位置を変えない.

• additionは方程式の階数 (係数行列のサイズ)を変えない (N → N).

• middle convolutionは方程式の階数を一般に変える (N → qN − dim(K0 +K∞)).

• middle convolutionの表示は商空間 CqN/(K0 +K∞)の基底の取り方に依存する.

といったことが挙げられる.

例 2.5. Gaussの超幾何微分方程式 (2.2)に対して middle convolutionを施してみる. 簡単のために
(2.7) α,β, γ, γ − α, γ − β, γ − α− β,α− β /∈ Z

を仮定する. λ ∈ Cをパラメータとすると

G1 =

(
A1 + λ A2

O O

)
=

⎛

⎜⎜⎝

λ β 0 0
0 1− γ + λ −α γ − α− β − 1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ ,

G2 =

(
O O
A1 A2 + λ

)
=

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 β λ 0
0 1− γ −α γ − α− β − 1 + λ

⎞

⎟⎟⎠

となる. 次に K0 を求める.

kerA1 =

〈(
1
0

)〉
, kerA2 =

〈(
γ − α− β − 1

α

)〉
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より

K0 =

〈
⎛

⎜⎜⎝

1
0
0
0

⎞

⎟⎟⎠ ,

⎛

⎜⎜⎝

0
0

γ − α− β − 1
α

⎞

⎟⎟⎠

〉

となる. K∞ は λの取り方に依存するが

K∞ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{0} (λ ̸= 0,α,β)

K0 (λ = 0)

〈
⎛

⎜⎜⎜⎝

β

−α
β

−α

⎞

⎟⎟⎟⎠

〉
(λ = α)

〈
⎛

⎜⎜⎜⎝

1

−1
1

−1

⎞

⎟⎟⎟⎠

〉
(λ = β)

となる. ここでは λ = β としてみる. すると

K0 +K∞ =

〈
⎛

⎜⎜⎝

1
0
0
0

⎞

⎟⎟⎠ ,

⎛

⎜⎜⎝

0
0

γ − α− β − 1
α

⎞

⎟⎟⎠ ,

⎛

⎜⎜⎝

1
−1
1
−1

⎞

⎟⎟⎠

〉
(2.8)

となる. 商空間 C/(K0 +K∞)に対する G1, G2 の作用 Ḡ1, Ḡ2 を取り出すためには次のようにすればよい.

まず (2.8)にベクトルを補って C4 の基底を作り, それらを並べた行列を作る. 例えば t(0, 0, 0, 1)を補って

P =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 −1 0
0 0 1 0
0 −α− β + γ − 1 −1 0
0 α 1 1

⎞

⎟⎟⎠

としよう. この P を用いて G1, G2 を相似変換すると

P−1G1P =

⎛

⎜⎜⎝

β 0 0 −α− β + γ − 1
0 0 0 1
0 0 0 −α− β + γ − 1
0 0 0 β − γ + 1

⎞

⎟⎟⎠ , P−1G2P =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 β 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −α+ γ − 1

⎞

⎟⎟⎠ ,

というように同時ブロック三角化される (これは K0 + K∞ が (G1, G2)不変であることによる). この右下
部分に出てくるブロックがそれぞれ Ḡ1, Ḡ2 である. つまり Ḡ1 = β − γ + 1, Ḡ2 = −α+ γ − 1. 従って β

をパラメータとする middle convolution mcβ の結果として階数 1の方程式
dv

dx
=

(
β − γ + 1

x
+
−α+ γ − 1

x− 1

)
v

が得られた. middle convolutionによって方程式の階数が変化するということがこの例からも見て取れる.

次に addition, middle convolutionの解析的な意味を紹介する. まず additionについては, (2.1)の解に
対してゲージ変換

v(x) = u(x)
q∏

i=1

(x− ai)
αi
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を施すことに対応する.

続いて middle convolutionについて考える. これは解析的には次の 3ステップで実現される.

Step 1 (方程式の拡大). 方程式 (2.1)の解 u(x)を用いて
U(x) = t

(
u(x)

x− a1
,
u(x)

x− a2
, . . . ,

u(x)

x− aq

)

という qN ベクトルを考えると, これは以下の方程式を満たすことが確かめられる.

(2.9) (x− T )
dU

dx
= (A− I)U

ただし

T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a1IN
a2IN

. . .
aqIN

⎞

⎟⎟⎟⎠
, A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

A1 A2 · · · Aq

A1 A2 · · · Aq
...

...
...

A1 A2 · · · Aq

⎞

⎟⎟⎟⎠

である. この方程式 (2.9) は多項式係数の方程式になっていることに注意しておく. このタイプの方程式
は大久保型と呼ばれ, 後に middle Laplace transformを考える際にも重要な役割を果たす.

Step 2 (Euler変換). 続いて U(x)に対して λをパラメータとする Euler変換
V (x) =

∫

∆
U(t)(x− t)λ dt

を考える (積分路 ∆は状況に応じて適切に設定する. 例えば {a1, . . . , aq,∞}のうち 2点を結ぶように取る
ことが多い). するとこれは作用素の変換

(2.10)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x
d

dx
%→ x

d

dx
− λ− 1,

d

dx
%→ d

dx

を引き起こす. このことから V (x)は
(x− T )

dV

dx
= (A+ λ)V

を満たすことがわかる (標語: Euler変換は大久保型方程式をスカラーシフトする). この方程式の両辺の左
側から (x− T )−1 をかけると
(2.11)

dV

dx
=

(
q∑

i=1

Gi

x− ai

)
V

となる. ここで留数行列 Gi は (2.5)で与えられる qN × qN 行列.

Step 3 (商空間 CqN/(K0 +K∞)への射影). 方程式 (2.11)を商空間 CqN/(K0 +K∞)へ射影することで
既約成分を取り出すことを考える. まず K0 +K∞ の基底を u1, u2, . . . , um としてそこに vm+1, . . . , vqN を
補って CqN の基底を作る. これらを並べて

P = (u1, . . . , um, vm+1, . . . , vqN )

とする. すると K0 +K∞ が (G1, G2 . . . , Gq)不変なことから
GiP = P

(
∗ ∗
O Ḡi

)
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となる. ここで右辺の行列の分割は (m, qN −m)× (m, qN −m)である. この P を用いて
V = PV0

とすると V0 は
dV0

dx
=

(
q∑

i=1

P−1GiP

x− ai

)
V0

を満たす. ここで
V0 =

(
∗
v

)

とする. ここでベクトルの分割は (m, qN −m)である. もしくは同じことだが
v =

(
OqN−m,m, IqN−m

)
V0

とすれば v は
dv

dx
=

(
q∑

i=1

Ḡi

x− ai

)
v

を満たす. これは方程式 (2.1)にmcλ を施して得られる方程式 (2.6)に他ならない. したがって (2.6)の解
v(x)が (2.1)の解 u(x)を用いて

v(x) = Q

∫

∆
U(t)(x− t)λ dt

と積分表示できることがわかった. ここで Q = (OqN−m,m, IqN−m)P−1. つまり middle convolutionは方
程式 (2.1)の解を拡大し, そこに Euler変換と線形変換 (射影)を施すことに対応しているのである.

次に middle convolutionの性質について述べる. そのためにまずは必要な記号・概念を準備しよう.

定義 2.6. Fuchs 型方程式 (2.1) が既約であるとは (A1, A2, . . . , Aq)-不変部分空間が自明なもの, つまり
{0}と CN しかない場合をいう.

定義 2.7. 2つの Fuchs型方程式
du

dx
= A(x)u, A(x) =

q∑

i=1

Ai

x− ai
, Ai ∈ Mat(N,C)

dv

dx
= B(x)v, B(x) =

q∑

i=1

Bi

x− ai
, Bi ∈ Mat(N,C)

に対して, ある P ∈ GL(N,C)が存在して
(B1, B2, . . . , Bq) = (P−1A1P, P

−1A2P, . . . , P
−1AqP )

が成り立つとき, 2つの方程式は同値であるといい, A(x) ∼ B(x)と表す. これは 2つの方程式が定数行列
によるゲージ変換
(2.12) v = Pu, P ∈ GL(N,C)

によって移り合うことと対応している.

既約な Fuchs 型方程式と同値な方程式もまた既約であることに注意しておく. 以上の準備のもとで,

middle convolutionの性質は次のように述べられる.
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定理 2.8 (Katz [14], Dettweiler–Reiter [4]). Fuchs型方程式 (2.1)が既約であるとする. このとき
• 任意の λ ∈ Cに対してmcλ(A(x))は既約
• mc0(A(x)) ∼ A(x)

• 任意の λ, µ ∈ Cに対してmcλ ◦mcµ(A(x)) ∼ mcλ+µ(A(x))

が成り立つ.

2.2 Fuchs型方程式の rigidity

Katz理論のもう一つの中心的概念である rigidity (変形可能性)を紹介する*1. ここでいう変形可能性と
は, 各特異点における局所挙動を固定したときに方程式をどれだけ変形できるか, ということを指している.

Fuchs型方程式 (2.1)の特異点 x = ai における局所挙動は留数行列 Ai で記述されることはすでに説明し
た. 局所モノドロミーのときと同様, 基本解行列の任意性を考えると, x = ai における局所挙動を表すデー
タとしては留数行列 Ai そのものではなく GL(N,C)による共役類 Oi := [Ai]を考えるのが自然である. し
たがって特異点の位置と各特異点における局所挙動が固定された Fuchs型方程式の moduli空間として

M =

{
(A0, A1, . . . , Aq) ∈ O0 ×O1 × · · ·×Oq

∣∣∣∣∣

q∑

i=0

Ai = O

}/
∼

というものが考えられる. ここで ∼は定義 2.7から導かれる, 留数行列の組に関する同値関係
(A0, A1, . . . , Aq) ∼ (P−1A0P, P

−1A1P, . . . , P
−1AqP ), P ∈ GL(N,C)

である.

定義 2.9. Fuchs型方程式 (2.1)から定まるmoduli空間Mが 1点のみからなるとき, 微分方程式 (2.1)は
rigidであるという.

つまり Fuchs型方程式 (2.1)が rigidであるということは, 各特異点における局所挙動のみから方程式全
体がゲージ変換を除いて一意的に決まってしまうことである. rigidではない場合は局所挙動とは独立なパ
ラメータ (すなわちMの座標を与えるパラメータ)が方程式 (2.1)に存在する. そのパラメータのことをア
クセサリー・パラメータという.

例 2.10. 仮定 (2.7)の下で Gaussの超幾何微分方程式 (2.2)は rigidである.

このとき Katzの主定理は次で与えられる.

定理 2.11 (Katz [14]). Fuchs型方程式 (2.1)が既約かつ rigidならば, additionとmiddle convolutionを
有限回合成することで階数 1の方程式 u′ = 0へ変換できる.

上で説明した通り addition と middle convolution はそれぞれ解に対しては冪函数によるゲージ変換と
Euler変換を施すことに対応している. このことから既約 rigidな Fuchs型方程式には冪函数の積を被積分
関数とする多重積分で表示できる解が存在することが帰結される (原岡-浜口 [9]). そのような積分表示は
Euler(-Selberg型)積分表示と呼ばれ, 大域解析に非常に有用であることに注意しておく.

*1 rigidityについて講演中に詳しく触れる余裕はないかもしれませんが, Katz理論における重要な概念なのでここで (大まかに)

紹介させていただきます.
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3 高次元 Katz理論
原岡 [6]は超平面配置に沿って対数的特異性 (確定特異性)を持つ n変数の完全積分可能系 (線形 Pfaff系)

(3.1) du = Ωu, Ω =
∑

H∈A
AH d log fH , AH ∈ Mat(N,C)

に対して middle convolution を拡張し, 高次元 Katz理論の基盤を与えた. ここで Aは Cn における超平
面配置, fH は H ∈ Aの定義多項式である. これは Fuchs型方程式 (2.1)の多変数化にあたるものである.

一般論については原岡 [6], 講演者 [1]による原論文を参照していただくことにして, 本稿では多変数超幾何
函数に関わる具体例を用いて Katz理論の高次元化や middle Laplace transformの定式化へのアイデアを
説明することにする*2.

C2 の座標を (x, y)として, C2 内の超平面配置 A = {H1,H2,H3,H4,H5}を
H1 = {x = 0}, H2 = {x = 1}, H3 = {x = y}, H4 = {y = 0}, H5 = {y = 1}

で定義する. すると Aに沿って対数的特異性を持つ線形 Pfaff系は
(3.2) du = Ωu, Ω = AH1

dx

x
+AH2

dx

x− 1
+AH3

d(x− y)

x− y
+AH4

dy

y
+AH5

dy

y − 1

という形で書ける. またこの方程式は
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

∂u

∂x
=

(
AH1

x
+

AH2

x− 1
+

AH3

x− y

)
u

∂u

∂y
=

(
AH3

y − x
+

AH4

y
+

AH5

y − 1

)
u

と表すこともでき, Fuchs型方程式 (2.1)の自然な多変数化になっていることもわかる. しかし Fuchs型方
程式の場合と違って, この線形 Pfaff系 (3.2)が解を持つためには行列 AH1 , . . . , AH5 が完全積分可能条件
(3.3) dΩ = Ω ∧ Ω

を満たす必要がある (これは外微分の性質 d2u = 0から導かれる). 逆に AH1 , . . . , AH5 が条件 (3.3)を満た
すときは特異点集合に属さない任意の点において初期値問題の解の一意存在定理が成り立つ (cf. 原岡 [8]).

実際に (3.2)の完全積分可能条件 (3.3)を行列 AH1 , . . . , AH5 に対する条件として書き下してみると

(3.4)

[AH1 , AH5 ] = [AH2 , AH4 ] = O,

[AH1 , AH3 +AH4 ] = [AH3 , AH4 +AH1 ] = [AH4 , AH1 +AH3 ] = O,

[AH2 , AH3 +AH5 ] = [AH3 , AH5 +AH2 ] = [AH5 , AH2 +AH3 ] = O

という可換条件となる. ここで [A,B] = AB −BAである.

注意 3.1. 一般に線形 Pfaff系 (3.1)の完全積分可能条件 (3.3)は行列 AH に対する可換条件として書き下
すことができる (cf. 原岡 [6]).

つまり完全積分可能系においては, まず意味のある具体例を与えることからして難しい. この事情が完全
積分可能系の研究を難しく, しかしそれ以上に面白くしている.

*2 特に [1]は記号がやや複雑なので, 本稿の記述が論文を読む際の助けになれば幸いである.
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注意 3.2. Gaussの超幾何函数
2F1

(
α,β
γ

;x

)
=

∞∑

n=0

(α)n(β)n
(γ)nn!

xn, (α)n =
!(α+ n)

!(α)

を 2変数に拡張した Appellの超幾何函数 F1, F2, F3, F4 というものがある:

F1

(
α;β1,β2

γ
;x, y

)
=

∞∑

m,n=0

(α)m+n(β1)m(β2)n
(γ)m+nm!n!

xmyn,

F2

(
α;β1,β2
γ1, γ2

;x, y

)
=

∞∑

m,n=0

(α)m+n(β1)m(β2)n
(γ1)m(γ2)nm!n!

xmyn,

F3

(
α1,α2;β1,β2

γ
;x, y

)
=

∞∑

m,n=0

(α1)m(α2)n(β1)m(β2)n
(γ)m+nm!n!

xmyn,

F4

(
α;β
γ1, γ2

;x, y

)
=

∞∑

m,n=0

(α)m+n(β)m+n

(γ1)m(γ2)nm!n!
xmyn.

これらも例 2.1のように適切に未知関数ベクトルを作ることで, (3.2)の形の線形 Pfaff系を満たすことが
知られている*3. ただし F1 の場合は N = 3で, F2, F3, F4 の場合は N = 4である.

3.1 確定特異点型線形 Pfaff系に対する middle convolution

原岡 [6] は middle convolution の解析的実現 (§2.1 で説明した 3 ステップ) に着目して middle con-

volution を多変数化した. その基本的なアイデアはある変数に関する方程式に対して Katz の middle

convolutionを施したとき, 他の変数に関する方程式がどう変わるかを追跡するというものである. ここ
では方程式 (3.2)を用いてこのアイデアをどう実現するかを説明し, x方向のmiddle convolutionを定義す
る. ただしこの後のmiddle Laplace transformの説明のしやすさも考えて, 原論文 [6]とは少し違う方法で
説明することにする (どう違うかは後の注意 3.4で述べる).

Step 1. 方程式 (3.2)の解 u(x, y)を用いて
U(x, y) = t

(
u(x, y)

x
,
u(x, y)

x− 1
,
u(x, y)

x− y

)
=: (U1, U2, U3)

とすると, §2.1で説明したようにこれは x方向に関して大久保型方程式
(x− T )

∂U

∂x
= (A− I)U

を満たす. ただし
(3.5) T =

⎛

⎝
ON

IN
yIN

⎞

⎠ , A =

⎛

⎝
AH1 AH2 AH3

AH1 AH2 AH3

AH1 AH2 AH3

⎞

⎠ .

である. 続いて U(x, y)が y方向に満たす方程式を求めるために各成分の偏微分 ∂U1/∂y, ∂U2/∂y, ∂U3/∂y

を計算する. まず
∂U1

∂y
=

∂

∂y

(
u(x, y)

x

)
=

1

x

(
∂u

∂y

)

=
1

x

(
AH3

y − x
+

AH4

y
+

AH5

y − 1

)
u

*3 F4 は変数の二次変換も必要 (加藤 [13]).
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となるが, 右辺の最初の項に対して部分分数分解
1

x

1

y − x
=

1

y

(
1

x
− 1

x− y

)

を用いて整理すると
∂U1

∂y
=

AH3

y

(
u(x, y)

x
− u(x, y)

x− y

)
+

AH4

y

u(x, y)

x
+

AH5

y − 1

u(x, y)

x
(3.6)

=
1

y
{(AH3 +AH4)U1 −AH3U3}+

AH5

y − 1
U1

を得る. 同様の計算で
∂U2

∂y
=

AH4

y
U2 +

1

y − 1
{(AH3 +AH5)U2 −AH3U3}(3.7)

も得られる. 最後に ∂U3/∂y については
∂U3

∂y
=

∂

∂y

(
u(x, y)

x− y

)
=

1

x− y

∂u

∂y
+

u(x, y)

(x− y)2

と
∂U3

∂x
=

∂

∂x

(
u(x, y)

x− y

)
=

1

x− y

∂u

∂x
− u(x, y)

(x− y)2

を組み合わせて
∂U3

∂y
=

1

x− y

(
∂u

∂y
+
∂u

∂x

)
− ∂U3

∂x

=
1

x− y

(
AH1

x
+

AH2

x− 1
+

AH4

y
+

AH5

y − 1

)
u− ∂U3

∂x

=
AH1

y

(
−u(x, y)

x
+

u(x, y)

x− y

)
+

AH2

y − 1

(
−u(x, y)

x− 1
+

u(x, y)

x− y

)
+

AH4

y
U3 +

AH5

y − 1
U3 −

∂U3

∂x

=
AH1

y
(−U1 + U3) +

AH2

y − 1
(−U2 + U3) +

AH4

y
U3 +

AH5

y − 1
U3 −

∂U3

∂x

より
∂U3

∂y
=

1

y
{−AH1U1 + (AH1 +AH4)U3}+

1

y − 1
{−AH2U2 + (AH2 +AH5)U3}−

∂U3

∂x

となる. これと (3.6), (3.7)を合わせて次が示せた.

命題 3.3. 3N ベクトル U(x, y)は次の方程式を満たす.
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(x− T )
∂U

∂x
= (A− I)U

∂U

∂y
=

(
GH4

y
+

GH5

y − 1

)
U −Gxy

∂U

∂x

(3.8)

ここで
GH4 =

⎛

⎝
AH3 +AH4 O −AH3

O AH4 O
−AH1 O AH1 +AH4

⎞

⎠ , GH5 =

⎛

⎝
AH5 O O
O AH3 +AH5 −AH3

O −AH2 AH2 +AH5

⎞

⎠(3.9)

と
Gxy =

⎛

⎝
O

O
I

⎞

⎠

である.
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Step 2. 方程式 (3.8)に対して, λ ∈ Cをパラメータとする x方向の Euler変換
(3.10) V (x, y) =

∫

∆
U(t, y)(x− t)λ dt

に対応する作用素の変換 (2.10)を施す. すると x方向の方程式は常微分方程式の場合同様スカラーシフト
して

(x− T )
∂V

∂x
= (A+ λ)V ⇔ ∂V

∂x
=

(
GH1

x
+

GH2

x− 1
+

GH3

x− y

)
V

となる. ここで
GH1 =

⎛

⎝
AH1 + λ AH2 AH3

O O O
O O O

⎞

⎠ , GH2 =

⎛

⎝
O O O

AH1 AH2 + λ AH3

O O O

⎞

⎠ , GH3 =

⎛

⎝
O O O
O O O

AH1 AH2 AH3 + λ

⎞

⎠

である. y 方向の方程式については
∂V

∂y
=

(
GH4

y
+

GH5

y − 1

)
V −Gxy

∂V

∂x

=

(
GH4

y
+

GH5

y − 1

)
V −Gxy

(
GH1

x
+

GH2

x− 1
+

GH3

x− y

)
V

=

(
GH3

y − x
+

GH4

y
+

GH5

y − 1

)
V

となるので, 結局 V (x, y)の満たす 3N 階線形 Pfaff系
(3.11) dV = Cx

λ(Ω)V, Cx
λ(Ω) = GH1

dx

x
+GH2

dx

x− 1
+GH3

d(x− y)

x− y
+GH4

dy

y
+GH5

dy

y − 1

を得る.

注意 3.4. 原岡 [6] は命題 3.8 のように U(x, y) の満たす y 方向の方程式は求めておらず, 積分 (3.10) の
偏微分を直接計算することで (3.11)を導出している. やっていることは本質的には同じだが, 後で middle

Laplace transformを考える際には U(x, y)の y方向の方程式を使う方が便利かつ変換の構造が見やすいの
で本稿では命題 3.8を経由する方法をとった (論文 [1]を書く中でこの定式化の方法に気づけたのが, 自分
の中の一つのブレークスルーであった).

Step 3. 常微分方程式の場合同様

Kx
0 :=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
v1
v2
v3

⎞

⎠ ∈ (CN )3

∣∣∣∣∣∣
vi ∈ kerAHi (1 ≤ i ≤ 3)

⎫
⎬

⎭ , Kx
∞ := ker(GH1 +GH2 +GH3)(3.12)

と定義する. するとこれらの部分空間は一変数のときに説明したように (GH1 , GH2 , GH3) の作用で不変である. さらに完全積分可能条件 (3.4) の下で (GH4 , GH5) の作用でも不変であることがわかる. 従って
(GH1 , GH2 , GH3 , GH4 , GH5) は商空間 CqN/(Kx

0 + Kx
∞) への作用を引き起こす. その作用を表す行列を

(ḠH1 , ḠH2 , ḠH3 , ḠH4 , ḠH5)と表して次のように定義する.

定義 3.5. λ ∈ Cとする. 線形 Pfaff系 (3.2)に対して線形 Pfaff系
(3.13) dv = mcxλ(Ω)v, mcxλ(Ω) = ḠH1

dx

x
+ ḠH2

dx

x− 1
+ ḠH3

d(x− y)

x− y
+ ḠH4

dy

y
+ ḠH5

dy

y − 1

を対応させる操作を λによる x方向のmiddle convolutionといい, mcxλ で表す.
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ここまでに紹介してきた変換同様, 方程式 (3.13)の解は
v(x, y) = Q

∫

∆
U(t, y)(x− t)λ dt

というように (3.2)の解 u(x, y)を拡大して作ったベクトル U(x, y)を用いて表示できることにも注意して
おく. ここで Qは商空間 CqN/(Kx

0 +Kx
∞)への射影に対応する線形変換である.

注意 3.6. 完全積分可能な線形 Pfaff 系を具体的に与えることは難しい問題であると先に述べたが, この
middle convolution は具体的に線形 Pfaff 系を既存の Pfaff 系から構成する方法を与えている. 例えば
du = 0という自明な方程式に対して middle convolutionや addition (定義 2.3を線形 Pfaff系に自然に拡
張する)を次々合成することで完全積分可能な線形 Pfaff系を具体的に量産することができる.

注意 3.7. 変換前の方程式 (3.2) における AH4 や AH5 は O であっても構わない. その場合方程式 (3.2)

は H4 や H5 を特異点集合に含まない. しかし変換の過程に現れる GH4 , GH5 の表示 (3.9)を見ると AH4

や AH5 が O だとしても GH4 , GH5 は O にはならない. これは変換によって H4, H5 が新たに特異点集合
に加わる, つまりmiddle convolutionによって特異点集合が真に増える場合があることを意味している
(商空間への射影をとった結果 ḠH4 や ḠH5 が O になる場合は増えない). この現象は一変数の場合には見
られない多変数特有のものである.

例 3.8. α1,α2,α3 ∈ C \ {0}とする. 階数 1の線形 Pfaff系
(3.14) du =

(
α1

dx

x
+ α2

dx

x− 1
+ α3

d(x− y)

x− y

)
u

に対して, λ ∈ Cをパラメータとする x方向の middle convolutionを考えると階数 3の方程式
(3.15) dV =

(
G1

dx

x
+G2

dx

x− 1
+G3

d(x− y)

x− y
+G4

dy

y
+G5

dy

y − 1

)
V

が得られる. ここで
G1 =

⎛

⎝
α1 + λ α2 α3

0 0 0
0 0 0

⎞

⎠ , G2 =

⎛

⎝
0 0 0
α1 α2 + λ α3

0 0 0

⎞

⎠ , G3 =

⎛

⎝
0 0 0
0 0 0
α1 α2 α3 + λ

⎞

⎠

G4 =

⎛

⎝
α3 0 −α3

0 0 0
−α1 0 α1

⎞

⎠ , G5 =

⎛

⎝
0 0 0
0 α3 −α3

0 −α2 α2

⎞

⎠

である (この場合 Kx
0 = Kx

∞ = {0}であるので Step 3は不要であることに注意). これは注意 3.2で述べ
た Appellの F1 の満たす方程式と本質的に等価である.

また方程式 (3.14)は u(x, y) = xα1(x− 1)α2(x− y)α3 という解を持つことから, 方程式 (3.15)の解の積
分表示も同時に得られる:

V (x, y) =

∫

∆
tα1(t− 1)α2(t− y)α3(x− t)λ (η, (η = t

(
dt

t
,

dt

t− 1
,

dt

t− y

)
.

これは超幾何函数 F1 の積分表示を与えている. この積分を解析することで方程式 (3.15)の大域解析 (接続
問題, モノドロミーの導出)が可能になる. ここからさらに additionや middle convolution を合成するこ
とで F2, F3, F4 の満たす方程式とその積分表示を構成することができる.

Middle convolutionの基本的な性質として定理 2.8や定理 2.11の多変数版が成り立つ.

定理 3.9 (原岡 [6]). 線形 Pfaff系 (3.2) (より一般には (3.1))の x方向の方程式が既約であるとき, 次が成
り立つ.
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• 任意の λ ∈ Cに対して dv = mcxλ(Ω)v の x方向の方程式は既約.

• mcx0(Ω) ∼ Ω

• 任意の λ, µ ∈ Cに対してmcxλ ◦mcxµ(Ω) ∼ mcxλ+µ(Ω)

• x方向の方程式が rigid ならば, x方向の addition と middle convolution を有限回合成することで
階数 1の線形 Pfaff系へ変換できる.

ただし同値関係 ∼は常微分方程式の場合同様, 定数行列によるゲージ変換 (2.12)によって方程式が移り合
うことと定義する.

3.2 線形 Pfaff系に対する middle Laplace transform

一変数, 多変数のいずれの場合も middle convolution のキーは Step 1で与えられた方程式を大久保型
方程式

(x− T )
∂u

∂x
= Au

へ変換することであった (ここで T は成分が xによらない対角行列, Aは定数行列). 大久保型方程式は T

の固有値と x =∞を確定特異点とする Fuchs型方程式であり, 特に多項式係数の形で書けていることから
種々の積分変換と相性が良い. つまり middle convolutionは大久保型方程式と Euler変換の相性の良さを
活かした変換であると言える. このとき自然に次の疑問が生まれる.

疑問 3.10. middle convolutionの Step 2における Euler変換を他の積分変換に取り替えると何が起こる
だろうか?

この疑問を線形 Pfaff系 (3.2)に当てはめて, Laplace変換の場合に実行してみよう.

Step 1. 先ほどと同様だが再掲する. 方程式 (3.2)の解 u(x, y)を用いて
U(x, y) = t

(
u(x, y)

x
,
u(x, y)

x− 1
,
u(x, y)

x− y

)
=: (U1, U2, U3)

とするとこれは方程式系 (3.8), すなわち
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(x− T )
∂U

∂x
= (A− I)U

∂U

∂y
=

(
GH4

y
+

GH5

y − 1

)
U −Gxy

∂U

∂x

を満たす. ここで T,Aはそれぞれ (3.5)で与えられる.

Step 2. 方程式系 (3.8)に対して x方向の Laplace変換
V (x, y) :=

∫

∆
U(t, y)e−tx dt

を考えてみる (積分路 ∆は積分が収束するようにとる). これはよく知られているように作用素の変換

(3.16)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∂

∂x
%→ x,

x %→ − ∂

∂x

を引き起こす. すると x方向の方程式は
x
∂V

∂x
= − (A+ xT )V
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と変化する. この方程式は xに関する常微分方程式とみると x = 0に確定特異点, x = ∞に不確定特異点
を持つ. つまり Fuchs型ではないことに注意しよう. 両辺を xで割って
(3.17)

∂V

∂x
= −

(
T +

A

x

)
V

と表しておく. この形の方程式は Birkhoff標準形と呼ばれる.

続いて (3.8)の y 方向の方程式の変換を考えよう. 作用素の変換 (3.16)を考えると y 方向の方程式は
∂V

∂y
=

(
GH4

y
+

GH5

y − 1

)
V −Gxy(xV )(3.18)

と変化する. この方程式も y に関する常微分方程式とみたときに y = 0, 1に確定特異点, y = ∞に不確定
特異点を持つ方程式である.

よって (3.17)と (3.18)をまとめて V (x, y)の満たす階数 3N の線形 Pfaff系
dV = Lx(Ω)V, Lx(Ω) = −T dx−A

dx

x
− xGxy dy +GH4

dy

y
+GH5

dy

y − 1

が得られる. ここで

Gx =

⎛

⎝
ON

IN
ON

⎞

⎠

とおくと T = Gx + xGxy と表せることに注意する. まずこの考察を通してわかることとして, Euler変換
に関して Laplace変換を考えると

• 特異点集合の形状が変わる
• 不確定特異性が現れる (Fuchs型で閉じない)

• Laplace変換を考えない変数 (今の場合 y)の方向の方程式についても不確定特異性が現れる
ということがわかる.

Step 3. middle convolutionの場合と同様に商空間への射影によって既約成分を取り出す (方程式の階数
を落とす)操作ができるかどうか考えると, 次が成り立つことがわかる.

命題 3.11. 完全積分可能条件 (3.4) を満たす線形 Pfaff 系 (3.2) に対して Kx
0 を (3.12) で定義する. すな

わち

Kx
0 :=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
v1
v2
v3

⎞

⎠ ∈ (CN )3

∣∣∣∣∣∣
vi ∈ kerAHi (1 ≤ i ≤ 3)

⎫
⎬

⎭

とする. すると Kx
0 は (Gx, Gxy, A,GH4 , GH5)不変である.

従って行列の組 (Gx, Gxy, A,GH4 , GH5)は商空間 C3N/Kx
0 への作用を引き起こす. その作用を表す行列

の組を (−B̄x,−B̄xy,−B̄H1 , B̄H4 , B̄H5)と表わして次のように定義する:

定義 3.12. 線形 Pfaff系 (3.2)に対して線形 Pfaff系
(3.19) dv = MLx(Ω)v, MLx(Ω) = (B̄x + yB̄xy) dx+ xB̄xy dy + B̄H1

dx

x
+ B̄H4

dy

y
+ B̄H5

dy

y − 1

を対応させる操作を x方向のmiddle Laplace transformといい, MLx で表す.

80



ここまでに紹介してきた変換同様, 方程式 (3.19)の解は
v(x, y) = Q

∫

∆
U(t, y)e−tx dt

というように (3.2)の解 u(x, y)を拡大して作ったベクトル U(x, y)を用いて表示できることにも注意する.

ここで Qは商空間 CqN/Kx
0 への射影に対応する線形変換である.

注意 3.13. Step 2の最後に述べたように middle Laplace transformは middle convolutionと違って確
定特異点型方程式に対して閉じていない. 従って middle Laplace transformがどのようなクラスで閉じて
いる変換なのかを調べるのも一つの問題となる.

注意 3.13に関連して, 論文 [1]で扱った一般論について少し述べておく. この論文では
(3.20) du = Ωu, Ω = (Ax + yAxy)dx+ (Ay + xAxy)dy +

∑

H∈A
AHd log fH ,

という形をした線形 Pfaff系 (Ax, Axy, Ay, AH ∈ Mat(N,C))であって
(i) Ax と Axy はいずれも対角化可能
(ii) Ax ∩Ay ̸= ∅ならば Axy = O. ここで Ax = {H ∈ A | (fH)x ̸= 0}, Ay = {H ∈ A | (fH)y ̸= 0}.

という条件を満たすものに対して上記と同様の方法で x方向の middle Laplace transformを定義し, さら
にこの条件を満たす方程式 (3.20)全体が変換によって閉じていることを示した (本当はより深いことも言
えるがここでは省略する). また条件 (i), (ii) を満たす方程式 (3.20)に対して, middle Laplace transform

の Step 2を逆 Laplace変換

(3.21)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∂

∂x
%→ −x,

x %→ ∂

dx

↔ W (x) =

∫

∆
U(t)ext dt

に取り替えることで inverse middle Laplace transform ML−x も定義した. ただしこの段階で逆変
換の関係
(3.22) MLx ◦ML−x(Ω) ∼ Ω, ML−x ◦MLx(Ω) ∼ Ω,

は明らかではない. 作用素の変換 (3.16)と (3.21)はそれぞれ方程式の階数を変えず, また互いに逆変換に
なっていることは明らかであるが, middle Laplace と inverse middle Laplace はそれぞれ Step 1, Step

3で方程式の階数を上下させているからである. そこで論文 [1]では次を証明した.

定理 3.14 ([1]). 条件 (i), (ii)を満たす方程式 (3.20)の x方向の方程式が既約であるとする. このとき逆変
換公式 (3.22)が成り立つ. またMLx(Ω), ML−x(Ω)の x方向の方程式はいずれも既約である.

注意 3.15. Middle Laplace transformを使えば, middle convolutionを不確定特異性を許した線形 Pfaff

系 (3.20)にまで拡張することができる (詳細は [1]をご参照ください). 不確定特異点を持つ常微分方程式に
ついては川上 [15], 竹村 [18], 山川 [19]らがそれぞれの方法で middle convolutionを定義しており, 講演者
の方法は彼らの結果の多変数化を与えているとみなせる.
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3.3 具体例としての多変数特殊函数
3.3.1 Humbertの超幾何函数 Φ1

α1,α2,α3 ∈ C \ {0}とする. 階数 1の線形 Pfaff系
du =

(
α1

dx

x
+ α2

dx

x− 1
+ α3

d(x− y)

x− y

)
u

に対して x方向の middle Laplace transformを考えると階数 3の方程式
(3.23) dV =

[
−(Gx + yGxy) dx−A

dx

x
− xGxy dy +G4

dy

y
+G5

dy

y − 1

]
V

が得られる (この場合 Kx
0 = {0}なので Step 3は不要であることに注意). ここで

Gx =

⎛

⎝
0

1
0

⎞

⎠ , Gxy =

⎛

⎝
0

0
1

⎞

⎠ , A =

⎛

⎝
α1 α2 α3

α1 α2 α3

α1 α2 α3

⎞

⎠

G4 =

⎛

⎝
α3 0 −α3

0 0 0
−α1 0 α1

⎞

⎠ , G5 =

⎛

⎝
0 0 0
0 α3 −α3

0 −α2 α2

⎞

⎠

である. これは Humbertの 2変数合流型超幾何函数 Φ1 の満たす線形 Pfaff系と本質的で等価である. ま
た変換の作り方から解の積分表示

V (x, y) =

∫

∆
tα1(t− 1)α2(t− y)α3e−tx (η, (η = t

(
dt

t
,

dt

t− 1
,

dt

t− y

)

も同時に得られる.

3.3.2 原岡の合流型超幾何函数 cF4

線形 Pfaff系 (3.23)にさらに変換を合成してみよう. (−α1 − α3,−α2 − α3) ∈ C2 をパラメータとする y

方向の addition
W = addy(−α1−α3,−α2−α3)

(V )

を施すと, 方程式 (3.23)は
dW =

[
−(Gx + yGxy) dx−A

dx

x
− xGxy dy + (G4 − α1 − α3)

dy

y
+ (G5 − α2 − α3)

dy

y − 1

]
W

と変化する. ここに y 方向の inverse middle Laplace transformを施す. この場合の Ky
0 は

Ky
0 = ker(G4 − α1 − α3)⊕ ker(G5 − α2 − α3)

であり, 計算すると dimKy
0 = 2であることがわかる. 従って得られる方程式の階数は 3 × 2 − 2 = 4とな

る. 実際に計算すると階数 4の線形 Pfaff系
(3.24) dv =

[
Bx dx+By dy +B1

dx

x
+B2

d(x− y)

x− y
+B3

dy

y

]
v
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が得られる. ここで

Bx =

⎛

⎜⎜⎝

−1
0
−1

0

⎞

⎟⎟⎠ , By =

⎛

⎜⎜⎝

1
1

0
0

⎞

⎟⎟⎠ ,

B1 =

⎛

⎜⎜⎝

−α2 − α3 −α1(α2 + α3) 0 0
−1 −α1 0 0
0 0 −α2 −1
0 0 −α2(α1 + α2) −α1 − α3

⎞

⎟⎟⎠ , B2 =

⎛

⎜⎜⎝

α3 0 0 α3

0 0 0 0
0 0 0 0
α3 0 0 α3

⎞

⎟⎟⎠ ,

B3 =

⎛

⎜⎜⎝

α2 0 α2(α1 + α3) 0
0 α2 + α3 0 1
1 0 α1 + α3 0
0 α1(α2 + α3) 0 α1

⎞

⎟⎟⎠

である. この方程式は原岡 [10]で扱われた, 超幾何函数 F4 の満たす方程式からの合流で得られる 2変数超
幾何微分方程式 (便宜的に cF4 と記した)と本質的に一致する. また解の積分表示として

(3.25)

v(x, y) = Q

∫

∆
tα1(t− 1)α2(t− s)α3s−(α1+α3)(s− 1)−(α2+α3)e−txesy (ψ,

(ψ =

(
(η ∧ ds

s
, (η ∧ ds

s− 1

)

が得られる. ここで Qは商空間 C6/Ky
0
∼= C4 への射影を表す 4× 6行列.

このようにmiddle Laplace transformや additionを次々合成することで完全積分可能な線形 Pfaff系が
解の積分表示とセットで大量に構成できる. その中には古典的に知られていなかったものも含まれており,

それらは新しい多変数特殊函数を定義していると考えられる.

4 おわりに
最後に今後の展望を述べて, 本稿を閉じることにする.

4.1 middle Laplace transformの大域解析への応用
Balser-Jurkat-Lutz [2]は常微分方程式の研究の中で, Laplace変換による大久保型方程式と Birkhoff標
準形の間の対応

(x− T )
du

dx
= Au

L←→ dv

dx
= −

(
T +

A+ I

x

)
v

において, 大久保型方程式 (左側)の確定特異点間の接続係数と Birkhoff標準形 (右側) の x =∞における
Stokes 係数 (不確定特異点近傍における解の挙動を表す量) がダイレクトに対応していることを証明した.

Balser-Jurkat-Lutzの結果は先鋭的なものであったが, 一変数, そして大久保型方程式の Laplace変換にし
か適用できない. 一方 middle Laplace transformは多変数の線形 Pfaff系に対して定義されており, 1つの
方向に関する方程式を一旦大久保型方程式に変換 (Step 1)して, そこに Laplace変換を施す (Step 2)構
造になっている. 従って Step 2において [2]の手法を応用すれば, その結果を線形 Pfaff系 (3.20)へ拡張
できる. これは不確定特異性を持つ完全積分可能系に対する middle Laplace transformを用いた大域解析
の基本的な手法の一つになると期待される.

また方程式 (3.24)は (x, y) = (∞,∞)に不確定特異性を持つが, 原岡 [10]は強漸近展開と呼ばれる多変
数版の漸近展開を用いて (x, y) = (∞,∞)における Stokes係数を求めている. この結果を middle Laplace

transformの立場から見直すことも興味深い問題の一つである.

83



4.2 線形 Pfaff系に対する種々の変換との組み合わせ
今回定義した middle Laplace transformや一般化された middle convolutionを, 線形 Pfaff系に対する
既存の変換の中に位置付けることは重要な問題である. ここでは我々の変換と特異点集合への制限という操
作を絡めたときの興味深い例を紹介する. 線形 Pfaff系 (3.24)は {x = y}という超平面に沿って確定特異
性を持つが, そこにおける留数行列 B3 は

B3 ∼

⎛

⎜⎜⎝

0
0

0
2α3

⎞

⎟⎟⎠

を満たしている. これは方程式 (3.24)の x = y の近傍における解空間 (4次元)のうち, x = y で正則な解
が 3次元分, 特異解 (特性指数 2α3)の解が 1次元分あることを意味している. そこで x = y で正則な独立
解を v1(x, y), v2(x, y), v3(x, y), 特異性を持つ解を v4(x, y)とする. v4(x, y)は x = y で特異性を持つので
y = xを代入することはできないが, v1(x, y), v2(x, y), v3(x, y)には y = xを代入することができる. こう
して得られた 1変数関数 v1(x, x), v2(x, x), v3(x, x)は xに関する 3階の微分方程式の独立解となることが
わかる. この xに関する微分方程式を取り出すことを, 特異点集合 {x = y}への制限と呼ぶ (この操作自体
は解の情報を一切使わずに方程式 (3.24)を見るだけで行うことができる). 具体的な操作については例えば
原岡 [8]を参照していただくことにして結果のみを書くと, 方程式 (3.2)の {x = y}への制限として x = 0

に確定特異点, x =∞に不確定特異点を持つ 3階の常微分方程式
(4.1)

du

dx
=

(
D0 +

D1

x

)
u

が得られる. ここで

D0 =

⎛

⎝
0
−1

1

⎞

⎠ , D1 =

⎛

⎝
−α3 −α2(α1 + α3) α1(α2 + α3)
−2 α1 − α2 + α3 0
2 0 −α1 + α2 + α3

⎞

⎠ .

この方程式は常微分方程式として rigidではない. そのため一変数 Katz理論のみ (つまり常微分方程式と
して見ているだけ)では階数 1の方程式に帰着できず, 大域解析が困難な方程式と言える. しかし今回は導
出の仕方から, この方程式には制限前の線形 Pfaff系 (3.24)の解の積分表示 (3.25)に由来する解の積分表
示が存在することがわかり, それを用いることで解の大域解析 (モノドロミー表現, 接続係数, Stokes 係数
の導出)が可能になる. 大域解析の詳細については現在論文準備中ということもあり別の機会に譲るが, こ
の例は高次元 Katz理論的変換 (middle Laplace transform, middle convolution)と線形 Pfaff系に対する
既存の変換との組み合わせがこれまで知られていなかった大域解析可能な方程式の発見を可能にすること
を示唆する興味深い具体例である*4.

線形 Pfaff 系に対しては, 今回取り上げた middle Laplace transform や middle convolution, 特異点集
合への制限の他にも特異点集合への延長 (制限の逆操作, すなわち階数の大きい線形 Pfaff系への埋め込み)

や特異点の合流・開折, 座標変換などの様々な操作が定義され, それら全体を集めたものは線形 Pfaff系の
空間に作用する群をなしている. この群の作用を解析し, そして §4.1で述べた方向性と組み合わせて大域挙
動が明示的に計算できる完全積分可能系を組織的に増やしていくことが今後の講演者の大きな目標である.

*4 ちなみに方程式 (4.1) は共形場理論に現れる Dotsenko-Fateev 方程式という Fuchs 型方程式に対して特異点の合流操作を施
すことでも得られることが後で分かったので, 講演者は合流型Dotsenko-Fateev方程式と呼んでいる.
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局所コンパクト群上の Youngの畳み込み不等式の最適定数
理化学研究所・数理創造研究センター (Bh>1Ja) 里見 貴志 »

h�F�b?B a�iQKB
*2Mi2` 7Q` AMi2`/Bb+BTHBM�`v h?2Q`2iB+�H �M/ J�i?2K�iB+�H a+B2M+2b-

_AE1L

概要
1/p1 + 1/p2 = 1 + 1/pとなるような 1 Æ p1, p2, p Æ Œに対し，局所コンパクト群 G上の Youngの畳み込み不等式の最適定数 Y (p1, p2; G)を
Y (p1, p2; G) := sup{Î„1 ú („2�1/p

Õ
1)Îp | „1, „2 : G æ C, Î„1Îp1 = Î„2Îp2 = 1}

で定義する（p
Õ は p の Hƺlder 共役，Î · Îp は左 Haar 測度に関する L

p ノルム，
� : G æ R>0 はモジュラー関数）．このとき，本稿の主結果は任意の閉部分群 H µ G に対し Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2; H) となることである．この不等式より，連結線型 Gie 群や連結可解 Gie 群などの半単純成分の中心が有限群となるような連結 Gie 群 G に対し，r(G) を G の極大コンパクト群の次元とすると
Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2;R)dim G≠r(G)となることが従う．

1 初めに
本稿では著者の以前の論文 (a�ik9) の概要をまとめる．局所コンパクト群 G

上の uQmM; の畳み込み不等式の最適定数（両辺の最適な比）を Y (p1, p2; G) とす
ると，任意の閉部分群 H µ G に対し Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2; H) となることが本
稿の主結果である（定理 RXk）．この系として，"2+FM2`("2+d8)，6Qm`MB2`(6Qmdd)，
EH2BMĜ_mbbQ(E_d3)，LB2Hb2M(LB2N9)などによる Y (p1, p2; G)の上からの評価を連結線
型 GB2 群や連結可解 GB2 群などの半単純成分の中心が有限群となるような連結 GB2

∗ Eメールアドレス：takashi.satomi!riken.Dp
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群 G 上に拡張した．すなわち，G の極大コンパクト群の次元を r(G) とすると，
Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2;R)dim G≠r(G)となる（系 RXj）．

1 Æ p Æ Œの >ƺH/2`共役 1 Æ pÕ Æ Œを
1
p

+ 1
pÕ = 1

で定める．局所コンパクト群 G 上の左 >��` 測度を dg に関する Lp ノルムを Î · Îp

と書き，可測関数 „1, „2 : G æ Cの畳み込み „1 ú „2を
„1 ú „2(gÕ) :=

⁄

G

„1(g)„2(g≠1gÕ)dg

で定める．また，ある連続準同型 � : G æ R>0がただ一つ存在し
⁄

G

„(g≠1)dg =
⁄

G

„(g)
�(g)dg (RXR)

となる．この � を G のモジュラー関数という．このとき，uQmM; の畳み込み不等
式の最適定数 Y (p1, p2; G)を次のように定める．
定義 1.1 ((E_d3- a2+iBQM k) (LB2N9)). 局所コンパクト群 Gと

1
p1

+ 1
p2

Ø 1 (RXk)

をみたすような 1 Æ p1, p2 Æ Œに対し，最適定数 Y (p1, p2; G)を
Y (p1, p2; G) := sup{Î„1 ú („2�1/p

Õ
1)Îp | „1, „2 : G æ C, Î„1Îp1 = Î„2Îp2 = 1},

1
p1

+ 1
p2

= 1 + 1
p

(RXj)

で定める．
本稿の主結果は次の定理である．

定理 1.2. 1 Æ p1, p2 Æ Œが式 (RXk)をみたすとする．このとき，任意の局所コンパ
クト群 Gの任意の閉部分群 H µ Gに対し Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2; H)となる．

H が G の正規部分群のとき，定理 RXk は本質的に知られている．すなわち，
*QrHBM;ĜJ�`iBMBĜJɃHH2`ĜS�`+2iは

Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2; H)Y (p1, p2; G/H) (RX9)
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となることを示した (*QrYRN- S`QTQbBiBQM kXk)．古典的な uQmM;の畳み込み不等式
（例 kXR (R)）より Y (p1, p2; G/H) Æ 1なので，式 (RX9)から定理 RXkが従う．式 (RX9)
は Gが可換のときに本質的に "2+FM2`が ("2+d8- a2+iBQM AoX8)（事実 kXjも参照），
Gが H と G/H の半直積のときに EH2BMĜ_mbbQが証明している (E_d3- G2KK� kX9)．
定理 RXk はいくつかの面白い例を含んでいる．例えば，定理 RXk 内の H に自

明群を適用すると古典的な uQmM; の畳み込み不等式が示せる（例 kXR (R)）．ま
た，定理 RXk より G の単位元成分 G0 µ G が開集合（例えば G が GB2 群）なら
ば Y (p1, p2; G) = Y (p1, p2; G0) となる（例 kXR (k)）．したがって，GB2 群 G に対し
Y (p1, p2; G) の値を決定するには，単位元成分のみ考えればよい．また，定理 RXk
から開かつコンパクトな部分群を持たないような局所コンパクト群 G に対し
Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2;R)となることが従い，この結果は 6Qm`MB2`，LB2Hb2Mや著者
の以前の結果の改良・拡張にあたる（系 kXk）．
定理 RXk の系として，連結線型 GB2 群や連結可解 GB2 群などの半単純成分の中心

が有限群となるような連結 GB2 群 G に対し，極大コンパクト群の次元 r(G) を用い
て Y (p1, p2; G) を上から評価できる．すなわち，群 G の元の個数を #G と書き，G

の中心を Z(G)と書くと，次の系が成り立つ．
系 1.3. 連結 GB2群 Gの根基（最大の連結可解閉正規部分群）を R C Gとし，Gの
極大コンパクト群の次元を r(G) とする．このとき，#Z(G/R) < Œ ならば，式
(RXk)をみたすような任意の 1 Æ p1, p2 Æ Œに対し

Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2;R)dim G≠r(G) (RX8)

となる．
Y (p1, p2;R) の値は "2+FM2` により明示的に与えられている（事実 kXj）ので，系

RXjは Y (p1, p2; G)の明示的な上からの評価を与えている．系 RXjはいくつかの Gの
場合にはすでに知られていた（表 kXk）が，著者の知る限り

Y (p1, p2; SL2(R)) Æ Y (p1, p2;R)2 (RXe)

は新しい結果である．また，連結コンパクト GB2群（系 kXk）や連結冪零 GB2群（事
実 kX8）などのいくつかの連結 GB2 群に対し式 (RX8) の等号が成立することが知ら
れている．系 RXjの証明には CBM;Ĝh`�MĜw?�M;による "`mMMĜJBMFQrbFBの不等式の
GB2群への一般化 (Chwkj- h?2Q`2K RXR)と似た議論を用いる (a�ik9- *Q`QHH�`v RXj)．
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ここで，本稿の構成を説明する．k節では，定理 RXkや系 RXjと知られている結果
を比較する．j 節では，定理 RXk の証明の概要を説明する．9 節では，定理 RXk と
CBM;Ĝh`�MĜw?�M;の議論を用いて系 RXjを証明する．
2 最適定数に関する知られている結果との比較
2.1 定理 1.2と知られている結果の比較
この節では，定理 RXk と知られている結果の関連を見る．まず，定理 RXk のいく

つかの例を見る．
例 2.1. (R)単位元 e œ Gのみからなる自明群 {e} µ Gは Gの閉部分群なので，定

理 RXkから Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2; {e})が従う．定義より Y (p1, p2; {e}) = 1なの
で，古典的な uQmM;の畳み込み不等式

Y (p1, p2; G) Æ 1 (kXR)

が成り立つ．式 (kXR)は少なくとも次の kつの証明が知られている．
(B)_B2bxĜh?Q`BMの定理を用いて p1 = 1, pÕ

2の場合に帰着する方法．
(BB)>ƺH/2`の不等式を繰り返し用いる直接的な方法．
それぞれの証明は表 kXR の文献で述べられている．h2`T は G がユニモジュ

ラーでない場合も (BB) の手法で式 (kXR) が証明できることを述べているが，証
明は書いていない．h2`T は式 (kXR) を用いて，>�mb/Q`zĜuQmM; の不等式を一
般の局所コンパクト群上へ拡張した (h2`Rd- h?2Q`2K 8Xk)．j節内の定理 RXkの
証明は (BB)の手法の拡張とみなせる．

表 2.1 式 (2.1)の証明が述べられている文献
G：ユニモジュラー G：一般

(B) q2BH (q2B9y) EH2BMĜ_mbbQ (E_d3- G2KK� kXR)
(BB) >2rBiiĜ_Qbb (>_dN- h?2Q`2K kyXR3) (h2`T (h2`Rd- G2KK� RXR))

(k)Gの単位元成分を G0 µ Gとすると，定理 RXkより Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2; G0)
となる．G0が開集合（例えば Gが GB2群）ならば G0の >��`測度と Gの >��`
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測度は一致するので，Y (p1, p2; G) Ø Y (p1, p2; G0) となる．したがって，G0 が
開集合ならば Y (p1, p2; G) = Y (p1, p2; G0)となる．

定理 RXk を用いると，Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2;R) となるための必要十分条件が分
かる．すなわち，次の系が成り立つ．
系 2.2. 不等式

1
p1

+ 1
p2

> 1 (kXk)

をみたすような 1 < p1, p2 < Œ に対し，局所コンパクト群 G に関する次の条件
(R)@(3)がすべて同値となる．

(R)Gは開かつコンパクトな部分群を持たない．
(k)Gの単位元成分 G0 µ Gはコンパクトでない．
(j)Gは位相群として Rと同型な閉部分群を持つ．
(9)G0は位相群として Rと同型な閉部分群を持つ．
(8)Y (p1, p2; G) Æ Y (p1, p2;R)となる．
(e)Y (p1, p2; G0) Æ Y (p1, p2;R)となる．
(d)Y (p1, p2; G) ”= 1となる．
(3)Y (p1, p2; G0) ”= 1となる．
G がユニモジュラーのときは， (R) ≈∆ (d) は 6Qm`MB2`(6Qmdd- h?2Q`2K R

�M/ h?2Q`2K j) によって証明され，さらに筆者が以前の論文で本質的に
(R) ≈∆ (k) ≈∆ (8) ≈∆ (e) ≈∆ (d) ≈∆ (3) を示した (a�ikj- *Q`QHH�`v RXj

�M/ _2K�`F kXk)．
G はユニモジュラーとは限らないとき， (j) ≈∆ (9) は R の連結性から従

う． (k) =∆ (9) は Ar�b�r�の結果 (Ar�9N- h?2Q`2K Rj)と:H2�bQMĜu�K�#2の定理
(:H28R) (u�K8j- h?2Q`2K 8Ƕ)から従う． (R) ≈∆ (d) は LB2Hb2Mが証明した (LB2N9-
h?2Q`2K R)． (R) ≈∆ (k) は >2rBiiĜ_Qbbの結果 (>_dN)を用いて筆者が以前の論
文で示した (a�ikk- _2K�`F kX9 (j))． (9) =∆ (e) =∆ (8) は定理 RXkから従う．
(3) =∆ (d) は定理 RXkと例 kXR (R)から従う． (8) =∆ (d) と (e) =∆ (3) は

Y (p1, p2;R) < 1に帰着される．"2+FM2`は Y (p1, p2;Rn)の値を明示的に与えている
ので，本質的に Y (p1, p2;R) < 1を証明している．すなわち，次の事実が成り立つ．
事実 2.3 ("2+FM2` ("2+d8- h?2Q`2K j)). 任意の n œ ZØ1と式 (RXk)をみたすような任
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意の 1 Æ p1, p2 Æ Œに対し，1 Æ p Æ Œを式 (RXj)で定めると

Y (p1, p2;Rn) =
A

B(p1)B(p2)
B(p)

B
n/2

, B(p) :=

Y
___]

___[

p1/p

pÕ1/pÕ B7 1 < p < Œ

1 B7 p = 1, Œ

となる．
注意 2.4. 事実 kXj（やその拡張である "`�b+�KTĜGB2#の不等式 ("Gde- h?2Q`2K R)）
は様々な証明が知られている．

(R)"2+FM2`はJBMFQrbFBの積分不等式を用いて事実 kXjを関数方程式
Â1(x1)Â2(x2) = ‹1(x1 + x2)‹2(x1 ≠ x2) (kXj)

の可積分な解を求める問題に帰着した．"2+FM2` は _B2bxĜaQ#QH2p の再配分不
等式を用いて回転不変な極値関数の存在を示し，式 (kXj) の解で回転不変なも
のが :�mbb 関数の組のみとなることを使って事実 kXj を証明した．GB2# は関
数が回転不変とは限らない場合も式 (kXj) の解は :�mbb 関数のみとなること
（.�`KQBbĜaFBiQpB+? の定理 (.�`8j) (aFB8j)）を暗に用いて "`�b+�KTĜGB2# の不
等式を証明した (GB2Ny- h?2Q`2K eXk)．

(k)"`�b+�KTĜGB2# は Y (p1, p2;Rn) = Y (p1, p2;R)n を示し，n æ Œ のときの
Y (p1, p2;Rn) の上界の振る舞いを評価することで事実 kXj を証明した ("Gde-
a2+iBQM kX8)．さらに，"`�b+�KTĜGB2# は同様の議論を用いて事実 kXj を
"`�b+�KTĜGB2#の不等式に拡張した．

(j)"�`i?2は >2MbiQ+FĜJ�+#2�i?による変数変換 (>J8j- a2+iBQM 8)と重み付き相
加相乗平均の不等式を使ったより直接的な証明を与えた ("�`N3#- h?2Q`2K R)．
さらに，"�`i?2 は "`�b+�KTĜGB2# の不等式でも同様の証明が成り立つことを
示した ("�`N3�- h?2Q`2K R)．

(9)*�`H2MĜGB2#ĜGQbb は熱拡散方程式の解の積の積分は時間が経過するにつれて
増大することを使って階数 R の "`�b+�KTĜGB2# の不等式を証明した (*GGy9-
h?2Q`2K jXR)．*Q`/2`Q@1`�mb[mBMĜG2/Qmtはこの単調増大性を a?�MMQMの微分
エントロピーの評価を用いて証明した (*GRy- h?2Q`2K e)．

他にも事実 kXj や "`�b+�KTĜGB2# の不等式には関連する様々な結果 ("�H3N)
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("2MYy3) (o�Hy3) (""yN) ("2MYRy) (o�HRy) ("�`YRR) (G2/R9) (G2?R9) (AoR8) ("2MYRd)
("`�Rd) (:�`YR3) ("2MYky)やサーベイ (:�`yk) (*�`yd) ("2MR9)がある．
2.2 系 1.3と知られている結果の比較
この節では，系 RXj と知られている結果の関連を見る．表 kXk ではいくつかの G

について系 RXj を証明した著者をまとめている．G がコンパクトのとき，G はユニ
モジュラーで系 RXj は式 (kXR) と一致する．したがって，系 RXj は本質的に q2BH に
より証明されている（例 kXR (R)）．また，任意の連結 GB2 群 G に対し系 kXk の同値
条件 (R)@(3)は r(G) < dim Gとも同値になる．したがって，#Z(G/R) < Œとなる
ような連結 GB2群 Gに対し，系 RXjは系 kXkより強い Y (p1, p2; G)の上からの評価を
与えている．ここで，LB2Hb2Mは次の事実を証明した．
事実 2.5 (LB2Hb2M (LB2N9- *Q`QHH�`v (�) �M/ (#))). 1 < p1, p2 < Œが式 (kXk)をみたす
とする．Gが単連結可解 GB2群または連結冪零 GB2群のとき

Y (p1, p2; G) = Y (p1, p2;R)dim G≠rank(ker(G̃æG))

となる．ここで，G̃は Gの普遍被覆群である．
任意の連結可解 GB2群 Gに対し r(G) = rank(ker(G̃ æ G))となる (a�ik9- 1t�KTH2

8Xk (k))．したがって，Gが単連結可解 GB2群または冪零 GB2群ならば，事実 kX8か
ら系 RXjが従う．

表 2.2 いくつかの Gについて系 1.3を証明した著者連結 GB2群 G 著者
コンパクト群 q2BH（例 kXR (R)）

Rn "2+FM2`（事実 kXj）
単連結冪零 GB2群 EH2BMĜ_mbbQ (E_d3- *Q`QHH�`v kX8Ƕ)

単連結可解 GB2群・冪零 GB2群 LB2Hb2M（事実 kX8）
また，台が十分小さいような関数に限ると，次の事実のように系 RXj より強い上

からの評価ができることを "2MM2iiĜ"2xĜ"mb+?2M?2MF2Ĝ*QrHBM;Ĝ6HQ+F は証明した．
事実 2.6 ("2MM2iiĜ"2xĜ"mb+?2M?2MF2Ĝ*QrHBM;Ĝ6HQ+F ("2MYky- *Q`QHH�`v kX9)). 式
(RXk)をみたすような 1 Æ p1, p2 Æ Œに対し，1 Æ p Æ Œを式 (RXj)で定める．この
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とき，任意の GB2群 Gと任意の Y Õ > Y (p1, p2;R)dim Gに対し，ある空でない開部分
集合 V µ Gが存在し，台が V に含まれるような任意の可測関数 „1, „2 : G æ Cに
対し

Î„1 ú („2�1/p
Õ
1)Îp Æ Y ÕÎ„1Îp1Î„2Îp2 (kX9)

となる．
"2MM2iiĜ"2xĜ"mb+?2M?2MF2Ĝ*QrHBM;Ĝ6HQ+F の元の論文では連結性を仮定してい

る．しかし，V µ G0 となるように取り直せるのでこの仮定がなくても事実 kXe が
成り立つ．*QrHBM;ĜJ�`iBMBĜJɃHH2`ĜS�`+2iの結果 (*QrYRN- S`QTQbBiBQM kX9 (B))より
事実 kXe内の Y (p1, p2;R)dim Gは最適である．
台が十分小さいという条件のもとで，事実 kXe は定理 RXk より強い評価を与えて

いる．例えば，G = SL2(R)のとき，dim G = 3かつ r(G) = dim SO(2) = 1なので
式 (RXe)が成り立つ．一方，事実 kXeより任意の Y Õ > Y (p1, p2;R)3に対しある空で
ない開部分集合 V µ SL2(R) が存在し，台が V に含まれるような任意の可測関数
„1, „2 : SL2(R) æ Cに対し式 (kX9)をみたす．
3 定理 1.2の証明
この節では定理 RXk を証明する．jXR 節では，閉部分群 H µ G 上の左 >��` 測

度を用いて G の左 >��` 測度を表示する補題（補題 jXR）を準備する．jXk 節では
>ƺH/2` の不等式（事実 jXj）を適用することで定理 RXk の証明に用いる不等式を与
える（例 jX9）．jXj節では jXR節と jXk節を用いて定理 RXkの証明を完結させる．
3.1 閉部分群を用いた Haar測度の表示

X := H\Gとし，g œ Gの右剰余類を g := Hg œ X と書く．
補題 3.1. H µ Gを局所コンパクト群 Gの閉部分群とする．

(R)”|H が H のモジュラー関数となるようなある連続関数 ” : G æ R>0 が存在し
て，任意の可測関数 „ : G æ Cに対し

⁄

H

„(hg)dh”(g)
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が左 H@不変になる．
(k)(R)の ”を固定する．このとき，任意の可積分関数 „ : G æ Cに対し

⁄

X

⁄

H

„(hg)dh”(g)dg =
⁄

G

„(g)dg

となるような X 上の "Q`2H測度 dgが存在する．
ここで，定理 RXkを証明するため，補題 jXRのいくつかの例を見る．

例 3.2. „1, „2 : G æ RØ0を可測関数とする．1 < p1, p2, p < Œが式 (RXj)をみたすと
する．

(R)g œ G，h œ H に対し s(h, g) := „1(hg)”(g)1/p1 とする．補題 jXR (R)より
S(g) :=

⁄

H

s(h, g)p1dh =
⁄

H

„1(hg)p1dh”(g)

は r2HH@/2}M2/であり，補題 jXR (k)より
⁄

X

S(g)dg = Î„1Îp1
p1

となる．
(k)g, gÕ œ Gに対し t(g, gÕ) := („2(g≠1gÕ)p2”(gÕ))1/pとする．任意の hÕ œ H に対し

⁄

H

t(h≠1hÕg, gÕ)pdh =
⁄

H

t(h≠1g, gÕ)pdh

となるので，補題 jXR (R)より
T (g, gÕ) :=

⁄

H

t(h≠1g, gÕ)pdh =
⁄

H

„2(g≠1hgÕ)p2dh”(gÕ)

は r2HH@/2}M2/である．したがって，補題 jXR (k)より
⁄

X

T (g, gÕ)dgÕ =
⁄

X

⁄

H

„2(g≠1hgÕ)p2dh”(gÕ)dgÕ =
⁄

G

„2(g≠1gÕ)p2dgÕ = Î„2Îp2
p2

となる．
(j)g, gÕ œ G，h œ H に対し

u(g, h, gÕ) :=
A

„2(g≠1hgÕ)p2�(g≠1hgÕ)”(g)
”(h)

B1/p
Õ
1
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とする．補題 jXR (R)より ”|H は H のモジュラー関数なので，式 (RXR)より
⁄

H

u(g, h, hÕgÕ)p
Õ
1dh =

⁄

H

„2(g≠1hhÕgÕ)p2�(g≠1hhÕgÕ)”(g)
”(h) dh

=
⁄

H

„2(g≠1h≠1hÕgÕ)p2�(g≠1h≠1hÕgÕ)dh”(g)

=
⁄

H

„2(g≠1h≠1gÕ)p2�(g≠1h≠1gÕ)dh”(g) (jXR)

は hÕ œ H によらない．したがって，補題 jXR (R)より
U(g, gÕ) :=

⁄

H

u(g, h, gÕ)p
Õ
1dh

は r2HH@/2}M2/である．式 (RXR)，式 (jXR)，補題 jXR (k)より，任意の gÕ œ Gに
対し

⁄

X

U(g, gÕ)dg =
⁄

X

⁄

H

„2(g≠1h≠1gÕ)p2�(g≠1h≠1gÕ)dh”(g)dg

=
⁄

G

„2(g≠1gÕ)p2�(g≠1gÕ)dg =
⁄

G

„2(g≠1)p2�(g≠1)dg

=
⁄

G

„2(g)p2dg = Î„2Îp2
p2

となる．
(9)s，t，u をそれぞれ (R)，(k)，(j) で定める．補題 jXR より，任意の hÕ œ H，

gÕ œ Gに対し
„1 ú („2�1/p

Õ
1)(hÕgÕ)

=
⁄

G

„1(g)„2(g≠1hÕgÕ)�(g≠1hÕgÕ)1/p
Õ
1dg

=
⁄

X

⁄

H

„1(hg)„2(g≠1h≠1hÕgÕ)�(g≠1h≠1hÕgÕ)1/p
Õ
1dh”(g)dg

=
⁄

X

⁄

H

s(h, g)t(hÕ≠1hg, gÕ)u(g, h≠1hÕ, gÕ)”(h≠1hÕ)1/p
Õ
1

”(gÕ)1/p
dhdg

となる．
(8)補題 jXRより

Î„1 ú („2�1/p
Õ
1)Îp

p
=

⁄

X

⁄

H

„1 ú („2�1/p
Õ
1)(hÕgÕ)pdhÕ”(gÕ)dgÕ

となる．よって
F (g, hÕ, gÕ) :=

⁄

H

s(h, g)t(hÕ≠1hg, gÕ)u(g, h≠1hÕ, gÕ)”(h≠1hÕ)1/p
Õ
1dh.

95



とすると，(9)より
Î„1 ú („2�1/p

Õ
1)Îp

p
=

⁄

X

⁄

H

3⁄

X

F (g, hÕ, gÕ)dg
4

p

dhÕdgÕ

となる．
3.2 Hölderの不等式
事実 3.3 (>ƺH/2` の不等式). k, l œ ZØ1 とし i = 1, · · · , k と j = 1, · · · , l に対し
pi,j, ci > 0とする．このとき，測度空間 G上の任意の可測関数 „1, · · · , „l : G æ RØ0

に対し
3⁄

G

„1(g)p1 · · · „l(g)pldg
4

c

Æ
3⁄

G

„1(g)p1,1 · · · „l(g)p1,ldg
4

c1
· · ·

3⁄

G

„1(g)pk,1 · · · „l(g)pk,ldg
4

ck

となる．ここで，j = 1, · · · , lに対し
c := c1 + · · · + ck, pj := p1,jc1 + · · · + pk,jck

c

とする．
例 3.4. „1，„2，S，t，T，u，U を例 jXkのように定める．1 < p1, p2, p < Œが式
(RXj)をみたすとする．

(R)式 (RXj)より
1
p

+ 1
pÕ

1
= 1

p1
+ 1

p2
≠ 1 + 1

pÕ
1

= 1
p2

(jXk)

となるので，事実 jXjより
3⁄

H

(t(h≠1g, gÕ)u(g, h, gÕ))p2dh
41/p2

Æ T (g, gÕ)1/pU(g, gÕ)1/p
Õ
1

となる．
(k)式 (RXj)より

p

A
1
pÕ

1
+ 1

pÕ
2

B

+ 1 = p

A

2 ≠ 1
p1

≠ 1
p2

+ 1
p

B

= p
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となり，式 (jXk)と同様に 1/p + 1/pÕ
2 = 1/p1となる．よって，例 jXk (R) (j)と

事実 jXjより
3⁄

X

S(g)1/p1T (g, gÕ)1/pU(g, gÕ)1/p
Õ
1dg

4
p

Æ
3⁄

X

S(g)dg1/p
Õ
2

⁄

X

U(g, gÕ)dg1/p
Õ
1

4
p ⁄

X

S(g)T (g, gÕ)dg

=
1
Î„1Îp1/p

Õ
2

p1 Î„2Îp2/p
Õ
1

p2

2
p

⁄

X

S(g)T (g, gÕ)dg

となる．
3.3 証明の完結
この節では，例 jXkと例 jX9を用いて定理 RXkの証明を完結させる．定理 RXkの証

明の本質は 1 < p1, p2, p < Œのときなので，この場合に示す．
定理 1.2の証明 Î„1Îp1 = Î„2Îp2 = 1をみたすような „1, „2 : G æ RØ0に対し s，S，
t，T，u，U を例 jXk，F を例 jXk (8)のように定める．このとき，例 jXk (8)より

⁄

X

⁄

H

3⁄

X

F (g, hÕ, gÕ)dg
4

p

dhÕdgÕ Æ Y (p1, p2; H)p (jXj)

を示せばよい．JBMFQrbFBの積分不等式より
⁄

H

3⁄

X

F (g, hÕ, gÕ)dg
4

p

dhÕ Æ
A⁄

X

3⁄

H

F (g, hÕ, gÕ)pdhÕ
41/p

dg

B
p

(jX9)

となる．補題 jXR (R)より ”|H は H のモジュラー関数なので，例 jX9 (R)より
3⁄

H

F (g, hÕ, gÕ)pdhÕ
41/p

Æ Y (p1, p2; H)S(g)1/p1
3⁄

H

(t(h≠1g, gÕ)u(g, h, gÕ))p2dh
41/p2

Æ Y (p1, p2; H)S(g)1/p1T (g, gÕ)1/pU(g, gÕ)1/p
Õ
1

となる．したがって，式 (jX9)より
⁄

H

3⁄

X

F (g, hÕ, gÕ)dg
4

p

dhÕ Æ
3

Y (p1, p2; H)
⁄

X

S(g)1/p1T (g, gÕ)1/pU(g, gÕ)1/p
Õ
1dg

4
p

となる．Î„1Îp1 = Î„2Îp2 = 1と例 jX9 (k)より
3⁄

X

S(g)1/p1T (g, gÕ)1/pU(g, gÕ)1/p
Õ
1dg

4
p

Æ
⁄

X

S(g)T (g, gÕ)dg
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となるので
⁄

H

3⁄

X

F (g, hÕ, gÕ)dg
4

p

dhÕ Æ Y (p1, p2; H)p

⁄

X

S(g)T (g, gÕ)dg

となる．したがって
⁄

X

⁄

H

3⁄

X

F (g, hÕ, gÕ)dg
4

p

dhÕdgÕ Æ Y (p1, p2; H)p

⁄

X

⁄

X

S(g)T (g, gÕ)dgdgÕ

となる．Î„1Îp1 = Î„2Îp2 = 1と例 jXk (R) (k)より
⁄

X

⁄

X

S(g)T (g, gÕ)dgdgÕ =
⁄

X

⁄

X

T (g, gÕ)dgÕS(g)dg =
⁄

X

S(g)dg = 1

となるので，式 (jXj)を得る．

4 系 1.3の証明
この節では，定理 RXkと CBM;Ĝh`�MĜw?�M;(Chwkj)の議論を用いて系 RXjを証明す

る．系 RXj の仮定をみたす（すなわち半単純成分の中心が有限群となる）ような連
結 GB2群 G全体を Aとする．任意の連結可解 GB2群は Aに含まれることに注意す
る．連結 GB2 群 G の極大コンパクト群の次元を r(G) とする．系 RXj を証明するた
め，次の補題を示す．
補題 4.1. 各 G œ Aごとに実数 d(G)が定まっているとする．G/H œ Aとなるよう
な G œ Aの任意の連結閉正規部分群 H œ Aに対し

d(G) Ø d(H) + d(G/H) (9XR)

となるとする．任意の G œ Aに対し不等式 I(G)を
d(G) Ø d(R) dim G + (d(R/Z) ≠ d(R))r(G)

で定める．
(R)G œ Aの閉正規部分群 H œ Aが G/H œ Aをみたすとする．このとき，I(H)
と I(G/H)をみたすならば，I(G)もみたす．

(k)任意の非自明連結可解 GB2群 Gは I(G)をみたす．
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(j)さらに，任意の G œ Aと Gの任意の連結閉部分群 H œ Aに対し
d(R/Z) = 0 Æ d(H) Æ d(G) (9Xk)

となるとする．このとき，任意の G œ Aは I(G)をみたす，すなわち
d(G) Ø d(R)(dim G ≠ r(G)) (9Xj)

となる．
CBM;Ĝh`�MĜw?�M; は本質的に補題 9XR を用いて "`mMMĜJBMFQrbFB の不等式の GB2

群上への一般化を与えた (Chwkj- h?2Q`2K RXR)．ここで，補題 9XR (k)の例を見る．
例 4.2. (R)任意の G œ Aと Gの任意の連結閉正規部分群 H œ Aに対し式 (9XR)の

等号が成立するとき，任意の連結可解 GB2 群 G に対し I(G) の等号が成立する
ことを示す．Gが非自明ならば，d(G)を ≠d(G)に置き換えて補題 9XR (k)を適
用することで条件 I(G) の等号が成立することが示せる．G が自明群ならば，
式 (9XR)の等号が成立することより d(G) = d(G) + d(G)となる．したがって，
d(G) = r(G) = 0となるので I(G)の等号が成立する．

(k)連結 GB2群 Gに対し d(G) := rank(ker(G̃ æ G))とする．ここで，̃Gは Gの普遍
被覆群とする．このとき，任意の連結可解 GB2群 Gに対し d(G) = r(G)となる
ことを示す．ここで，G̃は Gの普遍被覆群である．ker(G̃ æ G)は Gの基本群
fi1(G)と同型である (>LRk- h?2Q`2K NX8X9)．任意の G œ Aと Gの任意の連結
閉正規部分群 H œ Aに対し fi1(H) æ fi1(G)は単射で fi1(G)/fi1(H)は fi1(G/H)
と同型なので (>LRk- _2K�`F RRXRXRd)

d(G) = rank(fi1(G)) = rank(fi1(H)) + rank(fi1(G/H)) = d(H) + d(G/H)

となる．したがって，(R)より任意の連結可解 GB2群 Gに対し I(G)の等号が成
立する．このとき，d(R) = 0かつ d(R/Z) = 1なので

d(G) = d(R) dim G + (d(R/Z) ≠ d(R))r(G) = r(G)

となる．
補題 9XRを証明するため，次の補題を示す．

補題 4.3. Gを連結 GB2群とする．
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(R)任意の閉正規部分群 H C Gに対し r(G) = r(H) + r(G/H)となる．
(k)dim G Ø 2かつ Gが可解 GB2群ならば，次の条件 (B)をみたす．

(B)G/H œ Aかつ 1 Æ dim H < dim Gとなるような Gの閉正規部分群 H œ A
が存在する．

(j)G œ A かつ dim G Ø 2 とする．このとき，G が (B) をみたさないならば，
dim H < dim Gとなるような Gのある閉部分群 H œ Aが存在して

dim H ≠ r(H) = dim G ≠ r(G) (9X9)

となる．
証明 (R)K µ Gを Gの極大コンパクト群とすると，K fl H と K/(K fl H)はそれ

ぞれ H と G/H の極大コンパクト群である (>LRk- h?2Q`2K R9XjXRj (B) (�))．し
たがって

r(G) = dim K = dim(K fl H) + dim(K/(K fl H)) = r(H) + r(G/H)

となる．
(k)G は可解 GB2 群なので dim(G/H) = 1 となるような連結可解閉正規部分群

H C Gが存在する．このとき，dim G Ø 2と
dim G = dim H + dim(G/H) (9X8)

より 1 Æ dim H < dim Gとなる．dim(G/H) = 1より G/H は可換 GB2群なの
で，G/H œ Aとなる．したがって，Gは (B)をみたす．

(j)G の根基（最大可解連結閉正規部分群）を R C G とする．dim G Ø 2 かつ G

は (B) をみたさないので，(k) より G は可解 GB2 群ではない．したがって，
dim R < dim Gとなる．G œ Aより G/R œ Aとなるので，Gが (B)をみたさな
いことより Gは半単純（すなわち dim R = 0）となる．G = KAN を岩澤分解
とすると，閉部分群 H := AN µ Gは単連結可解 GB2群である (EM�yk- h?2Q`2K
eX9e)．したがって，dim H < dim G，H œ A，かつ，r(H) = 0となる．G œ A
より K µ Gは Gの極大コンパクト群なので (EM�yk- h?2Q`2K eXjR (;))

dim H ≠ r(H) = dim G ≠ dim K = dim G ≠ r(G)
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となる．
補題 4.1の証明 (R)I(H)，I(G/H)，および，式 (9XR)より

d(G) Ø d(R)(dim H + dim(G/H)) + (d(R/Z) ≠ d(R))(r(H) + r(G/H))

となる．したがって，式 (9X8)と補題 9Xj (R)から I(G)が従う．
(k)dim Gに関する帰納法で示す．dim G = 1ならば G = Rまたは G = R/Zとな
る．r(R) = 0より I(R)をみたし，同様に r(R/Z) = 1より I(R/Z)をみたす．

dim G Ø 2とする．次元が dim G未満のときに結論が成り立つとし，I(G)を
示す．Gは可解 GB2群なので，補題 9Xj (k)より条件 (B)をみたす．このとき H

と G/H は連結可解 GB2群なので，帰納法の仮定より I(H)と I(G/H)が成り立
つ．したがって，(R)より I(G)も成り立つ．

(j)dim Gに関する帰納法で示す．dim G = 0ならば r(G) = 0なので
d(G) Ø 0 = d(R)(dim G ≠ r(G))

となる．dim G = 1のとき Gは可解 GB2群である．このとき，(k)より I(G)を
みたす．

dim G Ø 2とする．次元が dim G未満のときに結論が成り立つとし，I(G)を
示す．Gが条件 (B)をみたすときは (R)から従うので，条件 (B)をみたさないと
きに I(G)を示せばよい．このとき，補題 9Xj (j)より dim H < dim Gとなるよ
うな Gのある閉部分群 H œ Aが存在して式 (9X9)をみたす．帰納法の仮定よ
り I(H)をみたすので，式 (9Xk)と式 (9Xj)より

d(G) Ø d(H) Ø d(R)(dim H ≠ r(H))

となる．したがって，式 (9X9)から I(G)を得る．
系 1.3の証明 任意の局所コンパクト群 Gに対し d(G) := ≠ ln(Y (p1, p2; G))とする
と，任意の連結閉正規部分群 H C Gに対し式 (RX9)より

d(G) := ≠ ln(Y (p1, p2; G))

Ø ≠ ln(Y (p1, p2; H)Y (p1, p2; G/H))

= ≠ ln(Y (p1, p2; H)) ≠ ln(Y (p1, p2; G/H))

= d(H) + d(G/H)
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となり式 (9XR)をみたす．任意の閉部分群 H µ Gに対し定理 RXkより
d(G) := ≠ ln(Y (p1, p2; G)) Ø ≠ ln(Y (p1, p2; H)) = d(H) (9Xe)

となる．例 kXR (R)より
d(H) := ≠ ln(Y (p1, p2; H)) Ø 0 (9Xd)

となり，系 kXk より H := R/Z ならば等号が成立する．式 (9Xe) と式 (9Xd) より式
(9Xk)が成り立つので，補題 9XR (j)より G œ Aに対し式 (9Xj)をみたす．したがって

Y (p1, p2; G) = e≠d(G) Æ e≠d(R)(dim G≠r(G)) = Y (p1, p2;R)dim G≠r(G)

を得る．
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非加法的集合関数の加法的表現について
成川康男 (玉川大工)∗

1. はじめに
空集合の値が0で単調な非加法的集合関数は、経済学、決定理論、人工知能で使用されており、協力ゲーム、容量、ファジィ測度など、さまざまな名称で呼ばれている。本論文では、Denneberg [4] に従い、これらを非加法的測度と呼ぶことにする。非加法的測度に関しては様々な積分概念が提案されており、それぞれに理論・応用の両面で研究が進められている。その中で最も基本的なものと考えられるのはChoquet積分で、これは意思決定、画像処理などの [8, 10, 25] の基本的な道具になる。非加法的測度を加法的集合関数で表すことは、古くから研究されてきた。その中で最も普及したのはRota[19]によるとされる包除原理を利用したメビウス変換の理論である。X を有限集合として 2X 上の非加法的集合関数を µ とするとき集合関数 ν を
ν(A) =

∑
B⊂A(−1)|A\B|µ(B)で定める。このν をµのメビウス変換という。このとき、

µ(A) =
∑

B⊂A ν(B) が成り立つ。この式を非加法的測度 µの加法的表現ということにする。この関係式は、古くは 1950年代の Shapley[23]の論文にもみられる。また、
Dempster-Shafer [22]ではBelief関数の基本確率割り当てという名前を与えられ証拠の理論の主要な概念となっている。これらを拡張することも以前から試みられている。室伏と菅野 [13, 14, 15] は、セミフィルターと普遍枠という概念を提示し非加法的測度とChoquet積分の加法表現定理を示し非加法測度がその非加法性を通じて部分集合間の相互作用を表現するという解釈を提案した。成川 [17]はコンパクト凸集合の要素の積分表示に関するChoquetの定理 [2, 3]の応用として類似の定理が得られることを示した。なお、Choquetの定理については最近Phelps[18]のモノグラフが出版され河邊 [11]による書評が雑誌「数学」に掲載されている。一方,Denneberg[5]はTilde operator という概念を集合や集合族に導入し、非加法的測度の加法的表現の拡張を示した。これは 1950年代のRuvuz[20]の論文でも触れられていたものであるが、のちに、証明に誤りがありそれを修正したとの論文 [9]も出されている。また、Dennebergの論文はゲーム理論の分野でのGilboa、Schmeidler [6, 7]や
Marinacci[12]の成果を統一し、一般化したものである。本論文では、これらの加法的表現の方法や結果を概観し、それらの本質的に同じ部分と相違部分を明確にすることを目的とする。
2. 非加法的測度とChoquet 積分
この章では、非加法的測度とそれに関するChoquet積分の定義と記号を定め、最も基本的な結果を示す。
定義 1 Xを全体集合とし、Xをそのσ-集合体、すなわち、(X,X )を可測空間とする。非加法的測度µとは、実数値集合関数µ : X −→ R+ （R+ = [0,∞)）で次の性質をもつものである。
本研究は科研費 (課題番号 : 25K15266)の助成を受けたものである。

∗ e-mail: nrkwy@eng.tamagawa.ac.jp
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(i) µ(∅) = 0

(ii) (単調性) A ⊂ B,A,B ∈ X であるときµ(A) ≤ µ(B).

(X,X , µ)を非加法的測度空間という。
µ(X) = ∞でも問題ない場合もあるがここでは 0 < µ(X) < ∞であるものとする。このとき、非加法的測度µの共役µcをµc(A) = µ(X)− µ(Ac) for A ∈ X で定義する。
ここで、有界な可測関数の集合をB とかき、非負で有界な可測関数の集合をB+ とかくことにする。

定義 2 [1, 13] µ を (X,X ) 上の非加法的測度とする。
1. f ∈ B+ のµ に関するChoquet積分は

(C)

∫
fdµ =

∫ ∞

0

µf (r)dr

で定義される。ここでµf (r) = µ({x|f(x) ≥ r}) である。
2. µ(X) <∞ であるとき、f ∈ B のµ に関するChoquet積分は

(C)

∫
fdµ = (C)

∫
f+dµ− (C)

∫
f−dµc

で定義される。ここで f+ = f ∨ 0, f− = −(f ∧ 0) である。
非加法的測度µに関する可測関数 fのChoquet 積分をCf (µ)とかくこともある。
定義 3 X上の集合関数µ がk 単調 (k-monotone) (k ≥ 2)であるとはA1, · · ·Ak ∈ X に対して

µ(
k⋃

i=1

Ai) +
∑

I⊂1,··· ,k,I $=∅

(−1)|I|µ(
⋂

i∈I

Ai) ≥ 0.

が成り立つことをいう。特に、k = 2のとき、2-単調集合関数は
µ(A1 ∪ A2) + µ(A1 ∩ A2) ≥ µ(A1) + µ(A2)

となる。このとき、超モジュラー (Super modular)ということもある。また、µ が全単調 (Totally monotone) とは単調かつすべてのk ≥ 2 に対してk 単調であることをいう。もし、µ(X) = 1でµが全単調であるととき、µはDempster Shafer理論 [22]のBelief関数である。
(X,X )上の非加法的測度の集合をFM+ とかく。次にFM := {µ−ν|µ, ν ∈ FM+}.とFM1 := {µ ∈ FM+|µ(X) = 1} とする。
f ∈ B+に対して,写像Cf : FM→ R をCf (µ) := (C)

∫
fdµ で定義する。

A ∈ Xに対してCA = C1A とかくことにする。どの f ∈ B+を固定してもCfはFM上の線形写像である。
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定義 4 FM上の位相を考える。すべてのA ∈ X に対してCA を連続するもっと粗い位相をX - topology という、また、すべてのf ∈ B+ に対してCf を連続にするもっとも粗い位相をB+ - topology という。
定義 5 X をベクトル空間とし、A ⊂ X とする。A の凸包 c(A) は

c(A) = ∩{Y |A ⊂ Y, Y is a convex set}.

で定義される。
x1, x2 ∈ A に対してx = λx1 + (1 − λ)x2; x1, x2 ∈ X, 0 ≤ λ ≤ 1 ならばx1 = x2 = xが成り立つとき, x ∈ A はA の端点という。A の端点の集合をE(A) とかく。

定義 6 すべてのA ∈ X に対して, 0 または 1 の値をとる非加法的測度を 0− 1 非加法的測度という。X 上の0− 1 非加法的測度全体の集合をFM1
0 とかく。すなわち、

FM1
0 = {µ|µ ∈ FM+, µ : X −→ {0, 1}}.

3. セミフィルターの理論
この章では、室伏・菅野 [13, 14, 15] にしたがって、セミフィルターとインタープリターによる表現を紹介する。

定義 7 (X,X ) と (Y,Y) を可測空間とする。
1. 次の条件を満たす写像H : X −→ Y をX からY へのインタープリターという。

(a) H(∅) = ∅,

(b) A ⊂ B,A,B ∈ X ならばH(A) ⊂ H(B).

2. H が X から Y へのインタープリターであるとき、(Y,Y , H)を (X,X )の枠という。
3. H はX から Y へのインタープリター, mは (Y,Y)上の（古典的な）加法的測度としてµ = m ◦H が成り立つとき、(Y,Y ,m,H)はµのインタープリター表現という。
(X,X ) を可測空間とし、µを非加法的測度とする。Y を実軸の開区間 (0, µ(X))とする。すなわち、Y = (0, µ(X))。さらにYをY のボレル集合体, mはY上のルベーグ測度とする。ここで、インタープリターH : X → Y をH(A) = (0, µ(A))、A ∈ X で定義する。このとき、(Y,Y ,m,H)はµのインタープリター表現となる。すなわち以下の定理が成り立つ。

定理 1 (X,X ) を可測空間とし、µを非加法的測度とする。µのインタープリター表現が存在する。
非加法的測度のインタープリター表現は複数考えられるが、室伏 [15] では同値の概念を導入した。
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定義 8 (Y,Y ,m,H)が非加法的測度のインタープリター表現であるとき{H(A)|X ∈ X}で生成されるσ集合体を Ŷとかく。ここで、１つの非加法的測度に対する２つのインタープリター表現をR1 = (Y1,Y1,m1, H1), R2 = (Y2,Y2,m2, H2) とする。R1とR2が同値であるとは、(Y1,m1)から (Y2,m2)への同型写像T が存在しT ◦H1 = H2 が成り立つことをいう。
定義 9 (X,X )を可測空間とする。

1. (X,X ) 上のセミフィルター θ とは空でないX の部分集合 (θ ⊂ X ) で次の性質を満たすものをいう。
(1) ∅ ̸∈ θ, (2) A ∈ θ かつ A ⊂ B ∈ X であるならば B ∈ θ.

(X,X )上のすべてのセミフィルターの集合をSXとし、写像HX : X −→ 2SX を
HX(A) := {θ ∈ SX |A ∈ θ}. で定義する。
ここで{HX(A)|A ∈ X}. によって生成されるσ-集合体をSXとかく。

2. (SX ,SX , HX)を (X,X ) の表現のための普遍枠という。
以下で有限の場合の例を見ておこう。

例 10 X = {x1, x2}のときX = {∅.{x1}, {x2}, {x1, x2}} である。このとき、セミフィルターは
θ1 = {{x1, x2}},
θ2 = {{x1}, {x1, x2}}
θ3 = {{x2}, {x1, x2}}
θ4 = {{x1}, {x2}{x1, x2}}の4つである。したがって、SX = {θ1, θ2, θ3, θ4} となる。このときHX({x1}) = {θ2, θ4}, HX({x2}) = {θ3, θ4}, HX({x1, x2}) = {θ1, θ2, θ3, θ4},となる。
HX({x1})∩HX({x2}) = {θ4}, であることから, SXはSXのべき集合である。すなわち、SX = 2SX である。ここで、(X,X )上の非加法的測度µを
µ({x1}) = m0 +m1

µ({x2}) = m0 +m2

µ({x1, x2}) = m0 +m1 +m2としよう。このとき SX上の加法的測度mを
m({θ1}) = m0, m({θ2}) = m1, m({θ3}) = m2, m({θ4}) = m3,とすることができる。
非加法的測度のインタープリター表現は複数考えられるが、室伏 [15] では同値の概念を導入した。

定義 11 (Y,Y ,m,H)が非加法的測度のインタープリター表現であるとき
{H(A)|X ∈ X} で生成される σ集合体を Ŷ とかく。ここで、１つの非加法的測度に対する２つのインタープリター表現をR1 = (Y1,Y1,m1, H1), R2 = (Y2,Y2,m2, H2) とする。
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R1とR2が同値であるとは、(Y1,m1)から (Y2,m2)への同型写像Tが存在しT ◦H1 =

H2 が成り立つことをいう。
定理 2 (X,X ) 上の非加法的測度 µ に対して SX 上の加法的測度m が存在し、Rs =

(SX ,SX ,m,HX) はµのインタープリター表現となる。また、任意のインタープリター表現RはRsと同値である。
次に積分に関して見ていこう。まず、被積分関数から考える。

定義 12 非加法的測度空間 (X,X , µ) のインタープリター表現を (Y,Y ,m,H) とする。
X上の非負可測関数 f に対して、Y 上の関数 if を if (y) := sup{r|y ∈ H({f ≥ r})} で定義する。ifをHにより生成された可測関数 fのインタープリターと呼ぶ。
Choquet積分に関しては以下の表現定理が成り立つ。

定理 3 (Y,Y ,m,H) を非加法的測度空間 (X,X , µ) のインタープリター表現、if をHにより生成された非負値可測関数 fのインタープリターとすると、
(C)

∫
fdµ =

∫
ifdm.

が成り立つ。
定理2 と定理3 から以下の定理が成り立つ。

定理 4 (Interpreter representation theorem) (X,X , µ) を非加法的測度空間とすると、
SX 上の古典的（加法的）測度m が存在し任意の f ∈ B+ に対して

(C)

∫
fdµ =

∫
ifdm

が成り立つ。
ここで、例10での積分の様子を見てみよう。

例 13 X = {x1, x2} としてf(x1) = y1, f(x2) = y1, y1 ≤ y2 とする。このとき、
H({f ≥ y1}) = H(X) = {θ1, θ2, θ3, θ4},
H({f ≥ y2}) = H({x2}) = {θ3, θ4}であり、
if (θ1) = y1 , if (θ2) = y1 , if (θ3) = y2 , if (θ4) = y2となる。ここで、
m({θ1, θ2}) = m({θ1, θ2, θ3, θ4})−m({θ3, θ4})

= m(HX({x1, x2}))−m(HX({x2}))
= µ({x1, x2})− µ({x2})

,

m({θ3, θ4}) = m(HX({x2})) = µ({x2})となるので
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∫
ifdm = y1m({θ1, θ2}) + y2m({θ3, θ4})

= f(x1)(µ({x1, x2})− µ({x2})) + f(x2)µ({x2})
= (C)

∫
fdµである。

室伏・浜田 [16]はデータの可視化を目標にして、インタープリター表現に基づいた非加法的測度の図による表示に取り組んでいる。
4. Choquetの定理に基づいた表現
本章では、コンパクト凸集合の要素の積分表示に関するChoquetの定理を利用して非加法的測度とChoquet積分の表現を紹介する。以下、Choquetの名著として知られる [2]にしたがって基本的な概念を概観しよう。
E を ハウスドルフ局所凸空間とし、Y ⊂ Eはコンパクトで凸であるとする。Y 上の連続な凸関数の集合をS(Y )とおき、A(Y ) := S(Y )

⋂
(−S(Y ))とする。K(E,R)をコンパクトな台をもつ連続関数 f : E → R の集合とする。K(E,R)上には f ≥ 0 ⇔

f(x) ≥ 0 for all x ∈ E で順序を定める。
E上のラドン測度µは線形写像µ : K(E,R)→ R で任意のコンパクト集合 Y ⊂ E　に対して、MY > 0が存在して、f ∈ K(E,R)かつ supp(f) ⊂ Y ならばµ(f) ≤MY ||f ||が成り立つものをいう。ここで、 supp(f)はfの台であり、|| · ||は sup ノルムである。
E 上のラドン測度の集合をR(E) とかき、R(E) にµ ≥ 0 ⇔ if and only if µ(f) ≥ 0

for all f ≥ 0, f ∈ K(E,R) で順序を定める。この順序により定められた正のラドン測度の集合をR+(E)とかく。R+(Y )上の順序
≺ とかく、すなわちµ ≺ ν ⇔ µ(f) ≤ ν(f) for all f ∈ S(Y ) である。≺に関する極大元m ∈ R+(Y )が存在し、これを極大測度という。
µ ∈ R(E)に対して ||µ|| := sup{|µ(f)||f ∈ K(E,R), ||f || ≤ 1}. とし、

R1 := {µ ∈ R+(E)|||µ|| = 1}. とする。
定義 14 EはHausdorff局所凸空間，X(⊂ E) は凸集合でコンパクトとする．a ∈ E が
µ ∈ R(X) のリザルタント (resultant) とは，任意のEからRへの連続線形写像 % に対して

%(a) = µ(%)

が成り立つときを言う。任意のµ ∈ R(X) に対してリザルタントは唯一存在する [2]。µ ∈ R(X) にたいするリザルタントを r(µ) とかく。
以下がChoquetの定理である。
定理 15 (Choquet Theorem)

EはHausdorff局所凸空間，X(⊂ E) は凸集合でコンパクトとする．任意のx ∈ Xに対して極大測度µ ∈ R1(X) が存在して，
x = r(µ)

そして，任意のf ∈ S(X) に対して
µ(X \Xf ) = 0
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Xが距離づけ可能のとき
µ(X \ E(X)) = 0

f を有界な実数値関数とし f̂(Y ) := inf{g(x)|g ∈ (−S(Y )), g ≥ f} とする。
Yf が f の境界集合とはYf = {x ∈ Y |f(x) = f̂(x)} であることをいう。ここで、FMにB+ - topology を導入しすると、これはハウスドルフ局所凸空間であり、FM1 はコンパクト凸である。
f ∈ B+に対して関数hf : FM1 → R hf (µ) = Cf (µ) で定める。このとき、 hfは線形で連続である。ここで Choquet の定理（定理15)により、極大ラドン測度m ∈ R(FM1)が存在しhf = m(hf )が成り立つ。さらにm(FM1\GA) = 0ここで GA := {µ ∈ FM1|µ(A) = 0 or µ(A) = 1}, A ∈ X .である。リースの表現定理を利用すると次の定理が得られる。

定理 5 任意のµ ∈ FM1, に対して、極大ラドン測度が存在し m ∈ R1

(C)

∫
fdµ =

∫
hfdm,

for all f ∈ B+ が成り立つ。また、すべての A ∈ X に対してm(FM1 \ GA) = 0 である。もし、FM1が距離付け可能のとき、m(FM1 \ FM1
0) = 0 が成りたつ。

(hf ,m) を (f, µ) のChoquet表現であるという。
FM1 の距離付け可能性について次の命題が成立する。

命題 1 B+ が可分であれば、FM1 は可分かつ距離付け可能である。
次に、Choquet表現の一意性を検討する。まず、Choquet単体を定義する。Y ⊂ Eをコンパクトな凸集合とする。
Ỹ = {(λx,λ)/x ∈ Y,λ > 0} および Ŷ = Ỹ − Ỹ とする。
Y が Choquet 単体であるとは、x1, x2 ∈ Ŷ に対して sup(x1, x2) が存在することである。ここで、ここで順序関係 ≺ は次のように定義されるx1 ≺ x2 ⇔ x2 − x1 ∈ Ỹ .

Choquet表現が一意であることは、FM1 がChoquet単体であることと同値である
[2] 。しかし FM1 は一般にChoquet単体ではない。したがって、Choquet表現は常に一意ではない。
5. Dennebergの理論
Dennebergは初めにXの集合代数 (algebra) A から始めて、これを σ− 集合体に拡張するというアプローチをとっている。まず補題として使うのは集合に関する次の公式である。
補題 16 kは自然数として、A1, · · ·Ak ∈ X に対して

1⋃k
i=1 Ai

+
∑

I⊂1,··· ,k,I $=∅

(−1)|I|1⋂
i∈I Ai = 0

が成り立つ。
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A 上の{0, 1}の値をとる集合関数をη とおくときSη = {A ∈ A|η(A) = 1} とする。
定義 17 A ∈ A に対する一致ゲーム (unaminity game) uA ∈ FM1

0 は
uA(B) =

{
1 A ⊂ B

0 それ以外の場合
で定義される非加法的測度である。
Dennebergはこれをゼータ関数と呼んでおり、これはファジィの文脈では, 0− 1 必然性測度と呼ばれることもある。uAは超モジュラーである。

命題 1 A 上の {0, 1}の値をとる集合関数 ηで η(X) = 1であるとする。ηが超モジュラーであることとSηがフィルターであることは同値である。また、ηが加法的であることとSηが超フィルターであることは同値である。
uAに関するChoquet積分に関しては次の式が成り立つことがよく知られている。

命題 2 A ∈ Aとして、fは可測関数とすると、
(C)

∫
fduA = inf

x∈A
f(x).

定義 18 FM1
0は、(X,A)上の0− 1 非加法的測度の集合を表すことにする。

(X,A)上のすべての一致ゲームの集合を FM1
0u で表し、すべての超モジュラー 0−1非加法的測度の集合をFM1

0s と表す。
明らかにFM1

0u ⊂ FM1
0s ⊂ FM1

0 である。また、Aが有限の時はFM1
0u = FM1

0sとなる。
例 19 X = {x1, x2}とする。このとき、A = 2XでFM1

0は下の表の４つである。
{x1} {x2} {x1, x2}

η1 0 0 1

η2 1 0 1

η3 0 1 1

η4 1 1 1このとき、FM1
0u = FM1

0s = {η1, η2, η3} である。
ここでTilde operator を定義する。

定義 20 これは可測関数 f : X → [0,∞] に対して
f̃(η) := (C)

∫
fdη, η ∈ FM1

0.

A ∈ Aとしてf = 1A とすると、f̃(η) = 1̃A = η(A) である。
A ∈ A に対して, Ã を次のように定義する。
Ã := {η ∈ FM1

0|η(A) = 1}.また、T ⊂ 2X であるクラスに対して T̃ := {Ã|A ∈ T }, とかく。
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例 21 例19のもとで、f(x1) = y1,f(x2) = y2,(y1 < y2) に対して、命題2より、
f̃(η1) = y1, f̃(η2) = y1, f̃(η3) = y2, f̃(η4) = y2 となる。また、{̃x1} = {η2, η4}, {̃x2} = {η3, η4}, ˜{x1, x2} = {η1, η2, η3, η4} となり、
Ã = {{η2, η4}, {η3, η4}, {η1, η2, η3, η4}} である。
Tilde operator に関する基本的な性質は以下のとおりである。

命題 3 c ≥ 0としてf, gはA-可測関数とする。
1. c̃f = cf̃

2. −f̃(η) = −η̃c

3. f ≤ g ならば f̃ ≤ g̃

4. f̃ + c = f̃ + c

5. η ∈ FM1
0sのとき、

f̃ + g(η) ≥ f̃(η) + g̃(η)

6. f, gが共単調 ( (f(x)− f(y))((g(x)− g(y)) ≥ 0, x, y ∈ X) のとき f̃ + g = f̃ + g̃

7. f ≥ 0,η ∈ FM1
0sのとき f̃1A(η) = (f̃)1Ã(η)

8. f̃ ∧ g ≤ f̃ ∧ g̃

9. f̃ ∨ g ≤ f̃ ∨ g̃

10. f̃ ∧ g(η) = (f̃ ∧ g̃)(η) for η ∈ FM1
0s

命題 4 f : X → R をA-可測関数とする。Mf を、fの上方集合 {x ∈ X|f(x) ≥ φ} のクラスとする。
1. a ∈ Rについて{f̃ ≥ a} = ˜{f ≥ a}

2. Mf̃ = M̃f

一般にAが集合代数であっても Ãは 2FM1
0上の集合代数ではない。そこで、以下のような定義が必要となる。

定義 22 D ⊂ 2FM1
0、Du ⊂ 2FM1

0u およびDs ⊂ 2FM1
0s は、X̃ が2FM1

0、2FM1
0u および

2FM1
0s に属する集合によって Ãで生成される集合代数を表す。

FM1
0• をFM1

0,FM1
0u または FM1

0s のいずれかの集合を表す変数として使用し、
D• を D,Du または Ds として使用する。
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例 23 例19のもとで、FM1
0uに制限すると、

{̃x1} = {η2}, {̃x2} = {η3}, ˜{x1, x2} = {η1, η2, η3} となり、
Ã = {{η2}, {η3}, {η1, η2, η3}} となる。
A1 = {η1, η2, η3, η4}, A2 = {η1, η2, η3} とするとD = 2A1 でありDu = 2A2 である。
定義 24 Aのカーネル関数 κ とはκ : FM1

0• ×A→ [0, b], (η, A) 2→ κη(A) で、次の２つの条件をを満たすものである。
1. κη は X 上の非加法的測度であり、η ∈ FM1

0• である。
2. 固定したA ∈ X に対して、FM1

0• 上での実数値関数 κ•(A) はD•-可測である。
定義 25 κをAのカーネル関数とする。

1. f ∈ B としてfκ(η) = (C)
∫
f(x)dκη(x) をfのκ-拡大という.

2. A ∈ Aとして、D•上の加法的集合関数 νに対してµ(A) =
∫
κη(A)dν(η) とするとµはA上の非加法的測度である。µのことをνのk-変換という。

例 26 例19のもとで、FM1
0u = {η1, η2, η3} であるから、カーネル関数κ : {η1, η2, η3}× {{x1}, {x2}, {x1, x2}}→ {0, 1} をκη(A) = η(A) で定めたものが下の表である。

κ {x1} {x2} {x1, x2}
η1 0 0 1

η2 1 0 1

η3 0 1 1

このとき、fのκ-拡大は f̃になる。ここで、Du上の加法的測度を νとし、ν({η1}) = a1, ν({η2}) = a2, ν({η3}) = a3, とする。
νのk変換は次のようになる。
µ({x1}) = ν({̃x1}) = ν({η1}) = a1
µ({x2}) = ν({̃x2}) = ν({η2}) = a2

µ({x1, x2}) = ν( ˜{x1, x2}) = ν({η1, η2, η3}) = a1 + a2 + a3これより、µが与えられたときa1, a2, a3の値を定めることができる。
命題 5 A ∈ A,η ∈ FM1

0•に対してkη(A) = η(A)とする。
1. kη(A) はカーネル関数である。
2. νのk-変換µについてµ(A) = ν(Ã) が成り立つ。
3. fκ(η) = f̃

4. (C)

∫
fdµ =

∫
f̃dν

ここで、kη = ηをAのゼータ関数といい、µをνのゼータ変換という。
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命題5を一般化して次の定理が得られる。
定理 6 κi をA のカーネル関数,ν をD•(A) 上に定義された単調かつ加法的な集合関数とする。
µ を ν の k 変換とする. f ∈ であるとき、

(C)

∫
fdµ =

∫
fκdν

である。
AをXの集合代数として Ã ⊂ 2FM1

0sより生成される集合代数をDsとおく。
補題 27 WをDu上の単純関数より生成される線形空間とする。ここで、F := {1Ã|A ∈
A, A ̸= ∅} とすると、FはWの基である。
ÃはFM1

0s上で∩について閉じているので、Ds の任意の要素は B̃ \ (∪n
i=1Ãi) の形の有限個の共通部分のない和集合として表すことができる。ここで、D = B̃ \ (∪n

i=1Ãi)とすると、
1D = 1B̃ − 1∪n

i=1Ãi

= 1B̃ +
∑

I⊂{1,2,...,n},I $=∅(−1)|I|1∩i∈I Ãiこれより、1D ∈ WとなるのでµをAの非加法的測度とすると線形写像M : W → RをM(1Ã) = µ(A) で定義することができる。また、M(1D) を Du上の加法的集合関数として ν(D) = M(1D)と表せば、任意の
A ∈ Ãに対してν(Ã) = µ(A) が成り立つ。このとき、νはµにより一意的に定義できることになる。このことから、以下の定理が成り立つ
定理 7 任意のA上の非加法的測度µに対してDs上の加法的測度 νが一意的に存在してµ(A) = ν(Ã) が成り立つ。
さらに、µはνのゼータ変換である。また、このνをµのメビウス変換といいνµとかく。この後、極限操作をすることで集合代数Dsをσ-集合体へと拡張し、それに合わせて
νをσ-集合体上の集合関数へと拡張することになる。
6. 比較
ここでは、0− 1 非加法的測度の集合から2Xへの写像ϕを考える。ここで、ϕ(η) = {A　 ∈ A|η(A) = 1} とすると、ϕ(η)はセミフィルターになる。さらに、ϕは全単射であることも示される。
定理 8 FM1

0 を 0− 1 非加法的測度の集合とし、SX を X のセミフィルターの集合とする。このとき、全単射ϕ : FM1
0 → SX が存在する。

この定理における全単射 ϕ を表現の媒介と呼ぶことにする。次の定理は hf の定義から従う。
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定理 9 (X,X , µ) を非加法的測度空間とし、(SX ,SX ,m,HX) をインタープリター表現とし、(hf ,m) を (f, µ), f ∈ B+ に対するChoquet 表現とする。このとき、
hf (ν) := sup{r|ν ∈ HX({x|f(x) ≥ r})},

すなわち、hf = if である。
次に、インタープリター表現およびメビウス変換を用いた表現について、次の定理を紹介する。
定理 10 i を X から SX へのインタープリター、τ を X から X̃ へのTilde operator、
ϕ を表現の媒介とする。HX : X −→ 2SX をHX(A) := {θ ∈ SX |A ∈ θ} で定義する。このとき、次の２つが成り立つ。

1. HX(A) = ϕ(Ã) A ∈ X。
2. if ◦ ϕ = τ(f) とする。ここで f ∈ B+ である。
上で示したように、表現される被積分関数は同値である。一方、表現する測度に関して、インタープリター表現では測度は単調であり一意性は必ずしも成立しない。メビウス変換を用いた表現では測度は常に単調ではなく存在は一意である。有限集合 X におけるBelief関数に関して、この2つの定理は完全に同一である。
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Multilinear embedding theorem for fractional sparse
operators and my recent research

田中 仁 (筑波技術大学)∗

概 要
荷重の理論は作用素の荷重付ノルム不等式を統制するための理論です．作用素の評価を荷重 (weight)付きというより一般化された設定の下で研究することは，基本的であり応用上も重要視されています．それは，作用素の値域に関する情報を陽的に与えるものであると解釈できて，作用素のより深い理解に繋がるものです．

• 測度論に基づく解析学は,Lebesgue以来 125年間, 可算個の測度 0の集合を捨て去ること により発展してきました． 捨て去ることのできない測度 0の集合 から立ち現れる種々の問題について，荷重の理論という視点から概観します．
• 2進立方体を用いた解析は長い歴史を持ち，豊かな内容を持っています．しかしそれは単純なモデル (toy model)を与えるものとされて，それゆえ実験的な考察のための，もしくは最良の定数を決定するための，補助的なものとしての位置づけのみをこれまで与えられてきたように思われます．ところが， 荷重の理論の進展 を受けて，この分野で基本的かつ重要な作用素の一つである特異積分作用素が,この 2進立方体が作る

sparse型作用素によって，各点において支配されることが発見され，2進立方体を用いた解析はその重要性が再認識されるようになりました．これまで筆者が進めてきたこの 2進立方体を用いた正作用素の理論に基づいて，入れ子構造を持たないために手だての少なく困難な2進直方体を用いた直方体型分数冪積分作用素の荷重の理論を紹介します．
• 作用素の sparse族を用いた表現 及び 荷重の分数冪平均を用いた表示の二つの視点から荷重の理論を概観して，Schrödinger作用素(→∆)α/2+

v に対する無限小相対有界定理を紹介します．
• 基盤研究 (A)，研究課題：「ユニット造形システムを用いた視覚障害者向け立体感知能力向上プログラムの研究開発」に関連して，彫刻家の松尾 光伸氏の作品である 立方体の不思議な分割 について，数学的視点からの一つの分析を紹介します．

1. これまでの研究の概要と展望
1.1. 初めに
筆者は見えない数学者です．思えば，幸運にも東北数学雑誌に掲載された修士論文以来，30年間，好きな数学の勉強を続けることができていて, researchmapには 72本の論文が確認できます．さらに，2024年度（第23回）日本数学会解析学賞を「直積型

本研究は科研費 (課題番号:19K03510) 及び科研費 (課題番号:23H00064) の助成を受けたものです．
2010 Mathematics Subject Classification: 42B25, 42B35.キーワード：Carleson-type embedding; Decomposition of a cube; Fefferman–Phong-type condition;
Kakeya problem; M -linear embedding theorem; rectangular fractional integral operator; rectangluar
doubling weight.
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分数冪積分作用素の重み付きノルム不等式や掛谷問題に関連する最大作用素などの実解析学的研究」により受賞しています．自分のことながら見えないのに割合頑張っているなと思っています．筆者は 実関数論的手法による調和解析 を専門としています．この分野は,日本では歴史的に人口が少なく, そのさらなる減少と高齢化の問題に直面しています．一般に微分方程式は適切な境界と境界値を設定してから解くものだと思っています．しかしこれに比してこの分野の立ち位置は,例えば 除去可能集合の理論 のように, まず方程式を立てて, その境界と境界値がどのような性質を持つべきかを問題にします． より根源的な問い を大事にする分野なのだと思っています．
1.2. 掛谷問題
N " 1 を非常に大きな整数とします．単位円板 {x2

1 + x2
2 ≤ 1} ⊂ R2 の周をN等分してそれを原点と結ぶことからN個の錐が得られます．このN個の錐について, その方向は変えることなく平行移動及び重なりのみを許すこと にして, できるだけ小さなエリアに押し込めます．有名な掛谷問題は, この小さな押し込められたエリアの面積が

N →∞ としたときに 0となることを主張します．すなわち, R2にすべての方向の単位線分を含み測度0の集合 の存在を主張します．当初この事実は，測度0の集合を捨て去って良い積分論において, 捨て去ってしまったものの多様性を思い起こすことのみに寄与していました．しかし,フーリエ級数のa.e.収束が示された1966年の所謂Carlesonショックを経て，1970年代にRd, d ≥ 2, における フーリエ変換の収束に関する質的研究 が進み, 測度 0の掛谷集合の 0 < δ ( 1 近傍の大きさを精密に知ることが要請されました．実は上のN個の錐は≈ 1/ logN の面積を持つ小さなエリアに押し込めることができます．1このことはR2のフーリエ変換の収束に関する質的研究を完全なものにしました．そして,同様なことはRd, d > 2, においても成立することが強く期待されています．これは有名な未解決問題です．2この未解決問題を含む一連の問題は 掛谷問題と呼ばれています．素晴らしいことに，
2025年2月24日，[7] において，この問題はd = 3での解決を見ました．おそらくHong

Wang女史はフィールズ賞を受賞するでしょう．この問題解決に用いられた中心的な手法 (two-ends-reduction) が早世した天才T. Wolff により示された1995年から，ちょうど30年かかったことになります．このT. Wolffの1995年の論文 [8] は筆者にとっても重要なものです．筆者はこの論文で示された，掛谷最大作用素に対するノルム評価に対応する，荷重付きノルム評価に成功しています [4]. 確かに， two-Ends-reductionだけは荷重を積むときに適用できず大変難しいものでした．それにしても解決まで 30年を要するとは思いませんでした．
[7] は 127ページにわたる大論文です．荷重を積む評価は，荷重を≡ 1と思えば，通常の評価となりますから，それは通常の評価の 証明の質 を高めることに繋がります．

1この場合重なりは平均して≈ logN であることに注意してください. 本質的には近傍が δε, ∀ε > 0, よりも真に大きいということが必要とされています．
2R2では三角形の等分割とその適切な圧縮を可算回繰り返すアルゴリズムによって証明されます．これは言わば 1次元的な順序を持ったアルゴリズムです．しかしそのようなアルゴリズムを次元が増えて順序の見出しえないRd, d > 2, において与えることは困難でしょう．Nd−1個の錐をその重なりの平均が≈ (logN)d−1 の小さなエリアへ押し込めることが期待されています．
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難しいかもしれません．[7] の証明の洗練を図り，分かりやすく短くして，できれば荷重を積みたいと思っています．
1.3. 直方体型分数冪積分作用素に対するHardy-Littlewood-Sobolev の定理
dを次元を表すための自然数として0 < ε < d とします．ε次分数冪積分作用素は

Iαf(x) :=

∫

Rd

f(y)

|x→ y|d→α
dy, f ∈ L1

loc(Rd), x ∈ Rd,

により定義されます．良く知られているように
I1(∇f) ≈ f, I2(”f) ≈ f, f ∈ C∞

0 (Rd),

が成立します．有界性についてはHardy-Littlewood-Sobolev の不等式として知られている
‖Iαf‖Lq(Rd) ! ‖f‖Lp(Rd), q > p > 1,

1

q
=

1

p
→ ε

d
,

が成立します．これらより例えば
‖f‖L6(R3) ! ‖ |∇f | ‖L2(R3),

‖f‖L6(R6) ! ‖”f‖L2(R6),

等が分かります．標語的には 分数冪積分作用素の有界性から関数の大きさをその微分の乗法でコントロールできる ことになります．近年筆者は 2進直方体解析を発展させて, Hardy-Littlewood-Sobolev の不等式の 本質的な一般化 に成功しました．以下用語を少し準備します．
Ni (i = 1, 2, . . . , n) を正整数としてN =

∑n
i=1 Ni とおきます．ユークリッド空間

RN を
RN =

n∏

i=1

RNi

とみることにしてx = (xi) (xi ∈ RNi) と表すことにします．RN の直方体全体が作る集合を以下で表します．
R(RN) :=

n∏

i=1

Q(RNi).3

0 < ε < N とRNのダブリング荷重 4 µに対して，直方体型分数冪積分作用素を次で定義します．
Rµ

αf(x) :=

∫

RN

µ(R(x, y))
α
N →1f(y) dµ(y), f ∈ L1

loc(µ), x ∈ RN .

ここでR(x, y) ∈ R(RN) は x, y (xi /= yi, i = 1, 2, . . . , n) を含む 最小の直方体 とします．
3Rdの立方体は各辺が各座標軸に平行なものとします．この立方体全体が作る集合をQ(Rd) と表します．
4各軸についての 2進ダブリング荷重 (正の可測関数)とします．
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1.3.1. 直方体型分数冪積分作用素に対するHardy-Littlewood-Sobolev の定理
(2023, [5])

0 < ε < N とする．µ をRN のダブリング荷重として，指数 1 < p < q < ∞ が
Sobolev指数 1/q = 1/p → ε/N にあるとする．このとき次の直方体型分数冪積分作用素に対するHardy-Littlewood-Sobolev の不等式が成立する．

‖Rµ
αf‖Lq(µ) ! ‖f‖Lp(µ).

この定理の立方体バージョンはL. I. Hedberg により見出された次の手法により証明されています．まずfを正規化して積分を高さ方向に書き換えて，各点において立方体型分数冪積分作用素をHardy-Littlewood の最大関数のp/q乗したもので上からコントロールします．次いでHardy-Littlewood の最大関数のLp(µ) 有界性に問題を帰着させます．この直方体バージョンでは，まずµ が逆ダブリング条件を満たすことに依拠することで，直方体型分数積分作用素の離散化が可能となり, 次いで2進グリッドを切って筆者らが見出した2進直方体に対する荷重の理論へ帰着させます [6]．この定理は明らかに非常に良い結果です．もっと早く確認されていて良いはずの定理です．分数冪積分作用素に対する荷重の理論, 特に 2進立方体解析・2進直方体解析等の分析を経ることで, ここに簡明な証明が与えられました．これは人々の知性の集約により与えられたものです．偏微分方程式論への適切な応用をぜひ見出したいと思っています．この定理を導いた手法は, その有用性が実際に示された訳ですが，さらに洗練させて他の結果への適応を図って行きます．
1.4. Schrödinger 作用素 (→”)α/2 + v に対する無限小相対有界定理
1.4.1. 定理 (Cao, Deng and Jin, 2024, [1])

1 < p < ∞, 0 < ε < d, →d/p < a < ∞ とする．任意の ε > 0 に対してある定数
C(ε) > 0 が存在して，すべてのϕ ∈ C∞

c (Rd) についてノルム不等式
‖|x|aϕ‖Lp(dx) ! ε‖(→”)

α
2ϕ‖Lp(dx) + C(ε)‖ϕ‖Lp(dx)

が成立するための必要十分条件は→ε < a ≤ 0 である．
ナイーブに考えれば

‖|x|aϕ‖Lp(dx) ≤ ‖|x|a‖L∞(dx) · ‖ϕ‖Lp(dx) =∞, →ε < a < 0

となります．しかしこの定理はϕ ∈ C∞
c (Rd) の 滑らかさ によって，この左辺が

ε‖(→”)
α
2ϕ‖Lp(dx) + C(ε)‖ϕ‖Lp(dx)

で評価できるとしています．これは |x|aの原点付近での大きさがϕの滑らかさによって削られてC(ε) 程度となり，その僅かな削りくずとしてε‖(→”)
α
2ϕ‖Lp(dx) が現れているように思われます．この定理は以下の二つの事実により確認されます．

• 0 < ε < d, 0 < λ <∞とする．C∞
c (Rd)上の恒等写像Iは次のように分解できる．

I = (λ2I →”)→
α
2 ◦ (λ2I →”)

α
2 (λαI + (→”)

α
2 )→1 ◦ (λαI + (→”)

α
2 )

=: Jα,λ ◦ Tm ◦ (λαI + (→”)
α
2 ).
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• 次の荷重付きノルム不等式が成立する．
‖|x|aϕ‖Lp(dx) ! ‖Jα,λ‖Lp(dx)→Lp(|x|ap dx)

(
‖(→”)

α
2ϕ‖Lp(dx) + λα‖ϕ‖Lp(dx)

)
.

この二つの事実に依拠して，max(→n/p, →ε) < a ≤ 0 のときに任意の ε > 0 に対してある大きなλ0 > 0 を選んで作用素ノルム ‖Jα,λ0‖Lp(dx)→Lp(|x|ap dx) < ε とできることから，この定理は従います．結局この定理証明の鍵はBesselポテンシャルJα,λ の trace不等式の作用素ノルムの評価 です．これは大変良い荷重の理論の適用例です．筆者らは次の定理を得ています．
1.4.2. 定理 ( N. Hatano, R. Kawasumi, H. Saito and H. Tanaka, 2025, [3] )

vをA∞荷重とすれば
lim
λ→∞
‖Jα,λ‖Lp(dx)→Lp(v) = 0

となる十分条件は

max

⎛

⎜⎜⎜⎝

sup
Q∈Q(Rd): #Q≤1

&αQ

(
v(Q)

|Q|

)1/p

,

sup
Q∈Q(Rd): #Q>1

(
v(Q)

|Q|

)1/p

⎞

⎟⎟⎟⎠
<∞

及び
lim
λ→∞

sup
Q∈Q(Rd): #Q≤1/λ

&αQ

(
v(Q)

|Q|

)1/p

= 0

が成立することである．ここで，Q(Rd) はRd上の各辺が各座標軸に平行な立方体全体を表し，&Q, |Q| はQ ∈ Q(Rd)の辺長，体積をそれぞれ表す．また，v(Q) :=
∫
Q v dx である．

不思議なことに，無限小相対有界定理が成立するためにポテンシャルvが満たす十分条件は，各点においてその 分数冪平均が消えていること でした．このような関数の族は， vanishing Morrey spaces と呼ばれていて，よく調べられています．さらに，この定理を得るために，筆者らはBesselポテンシャルJα,λ の sparse族を用いた表現に成功しています．この定理のさらなる拡張を進めて行きます．
1.5. BesselポテンシャルJα,λ の sparse族を用いた表現
作用素の sparse族を用いた表現は 荷重の理論 (Muckenhoupt weight theory) の一つの到達地 であると言えます．この節の最後に，BesselポテンシャルJα,λ の sparse族を用いた表現を示します．これが我々の研究の方向性を示すための理解の一助となれば幸いです．
φ ∈ {0,±1

3}
d に対してRdの2進立方体が造るグリッドDτを以下で定義します．

Dτ := {2→k(m+ φ + [0, 1)d) : k ∈ Z, m ∈ Zd}.
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1.5.1. 定義 (sparse族)

0 < η < 1とする．Rdの 2進立方体の族S ⊂ Dτ , φ ∈ {0,±1
3}

d, は次を満たすときに
η-sparse族 と呼ばれる．

すべてのS ∈ S に対してある可測集合ES(S) ⊂ S が存在して，|ES(S)| ≥
η|S| を満たしさらに集合族{ES(S) : S ∈ S} は互いに共通部分を持たない．

1.5.2. 補題 ( N. Hatano, R. Kawasumi, H. Saito and H. Tanaka, 2025, [2] )

0 < ε < d, 0 < λ <∞ とする．この時，fによって決まる適切な sparse族Sτ ⊂ Dτ ,

φ ∈ {0,±1
3}

d, を選んで
Jα,λ(f) !

∑

τ∈{0,± 1
3}d

Sτ
α,λf, f ≥ 0

とできる．ここで
Sτ
α,λf :=

∑

S∈Sτ

min((λ&S)α, 1)

λα|S|

∫

S

f dx1S, f ≥ 0.

(1SはSの特性関数を表す．）
Schrödinger作用素 (→”)α/2+v に対する無限小相対有界定理 成立の心は，&Q ≤ 1/λとすれば

min((λ&S)α, 1)

λα|S|

∫

S

f dx =
&αS
|S|

∫

S

f dx

のようにλに関係しない fの分数冪平均が現れることにあります．逆に，&Q > 1/λ とすれば
min((λ&S)α, 1)

λα|S|

∫

S

f dx =
1

λα|S|

∫

S

f dx

となって，この右辺はλ→∞ のとき0に近づきます．これが 心 です．
2. On Matsuo’s cube unit systems
In what follows we analyse Matsuo’s cube unit systems in terms of eight atoms.

2.1. Formulations and results

2.1.1. CUBE 1/4

The Cube 1/4 unit refers to a geometric figure that is the result of partitioning a

cube into four precisely equal segments. The segment consists of polygonal parts with

different shapes on each side. 132 compositions are possible with two segments, and

more than 800, 000 compositions are possible with four segments.

2.1.2. DIAGONAL CUBE 1/4

The diagonal cube 1/4 is a unit of a cube divided into four equal parts. The top

and bottom squares of the cube are divided into four parts in a face-to-face, displaced

form. Each part consists of a hexagon, two rhombuses, two isosceles triangles, and

two squares. It can create various shapes from dynamic forms, allowing for spatial

compositions that are not typically seen. Because the squares facing each other are

in a twisted position, when the parts are combined on each side, dynamic and diverse

forms that are not normally seen emerge.
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図 1: The ”CUBE 1/4” shown as an assembled cube (left) and in various other config-

urations (right).

図 2: The transformation process of the ”DIAGONAL CUBE 1/4”. From the assem-

bled cube (left), it is disassembled into two parts, then fully unfolded, followed by

examples of reassembly.

図 3: Examples of possible arrangements for the ”DIAGONAL CUBE 1/4”
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2.2. Atom

We make an atom as the following. Let a right isosceles triangle be with the edge

lengths 2
∞
2, 2
∞
2 and 4. We bend the 4 edge length side to get the top unit square,

which we say face. We then also have tail which was right angle of the right isosceles

triangle. This object, which we say atom, has the sides: two trapezoids with the

common egde length 2, two right isosceles triangles with the edge lengths 1, 1 and
∞
2,

and one parallelogram consisting of two equilateral triangles with the edge length
∞
2.

2.3. Rectangularsolid

For →1 ≤ t ≤ 1, we set four closed unit squares:

S1;t := (0, 0, t), (1, 0, t), (1, 1, t), (0, 1, t),

S2;t := (0, 0, t), (0, 1, t), (→1, 1, t), (→1, 0, t),
S3;t := (0, 0, t), (→1, 0, t), (→1,→1, t), (0,→1, t),
S4;t := (0, 0, t), (0,→1, t), (1,→1, t), (1, 0, t).

For i = 1, 2, 3, 4, define the closed rectangularsolid by

Ti :=
⋃

→1≤t≤1

Si;t

and the cube　by

T :=
⋃

i

Ti.

For mathematical convension, we will use i+ 1 = 1 for i = 4 and i→ 1 = 4 for i = 1.

2.4. Result 1

Consider two divisions of Ti with equal volumes by a plane. That is,

Ti = Si+1
i;1 ∈ Si→1

i;→1 = Si→1
i;1 ∈ Si+1

i;→1,

where, for example, the atom Si+1
i;1 is that, the face Si;1 and the tail: the ourter side

coner of Si+1;→1. We let

div1(Ti) :Ti →→ Si+1
i;1 ∈ Si→1

i;→1,

div2(Ti) :Ti →→ Si→1
i;1 ∈ Si+1

i;→1.

Thus, there are 24 = 16 possible divisions of the cube T .

We want to know the forms of nontrivial congluent four molecules.

2.4.1. Lemma

rm(i) We observe div1(Ti) ∩ div2(Ti+1), which is 1 × 2 rectangle. This 1 × 2 rectangle

is consisting of two parts: Si+1
i;1 ∩ Si

i+1;1, which is a trapezoid with the area 1.5,

and Si→1
i;→1 ∩ Si+2

i+1;→1, which is a right isosceles triangle with the area 0.5.

rm(ii) We observe div2(Ti) ∩ div1(Ti+1), which is 1 × 2 rectangle. This 1 × 2 rectangle

is consisting of two parts: Si+1
i;→1 ∩ Si

i+1;→1, which is a trapezoid with the area 1.5,

and Si→1
i;1 ∩ Si+2

i+1;1, which is a right isosceles triangle with the area 0.5.
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(iii) We observe div1(Ti)∩div1(Ti+1), which is 1× 2 rectangle. This 1× 2 rectangle is

consisting of three parts: Si+1
i;1 ∩Si

i+1;→1, which is the intersection of two trapezoids

with oposit directions and its area 1, Si→1
i;→1 ∩ Si

i+1;→1, which is a right isosceles

triangle withe the area 0.5, and Si+1
i;1 ∩ Si+2

i+1;1, which is a right isosceles triangle

with the area 0.5.

(iv) We observe div2(Ti)∩div2(Ti+1), which is 1× 2 rectangle. This 1× 2 rectangle is

consisting of three parts: Si+1
i;→1∩Si

i+1;1, which is the intersection of two trapezoids

with oposit directions and its area 1, Si→1
i;1 ∩Si

i+1;1, which is a right isosceles triangle

withe the area 0.5, and Si+1
i;→1 ∩Si+2

i+1;→1, which is a right isosceles triangle with the

area 0.5.

Lemma 2.4.1 gives us the following nontrivial congluent four molecules.

div1(T1) ∈ div2(T2) ∈ div1(T3) ∈ div2(T4)

=
(
S2
1;1 ∈ S1

2;1

)
∈
(
S3
2;→1 ∈ S2

3;→1

)
∈
(
S4
3;1 ∈ S3

4;1

)
∈
(
S1
4;→1 ∈ S4

1;→1

)
,

which have joining surface area 1.5.

div1(T1) ∈ div2(T2) ∈ div1(T3) ∈ div2(T4)

=
(
S4
1;→1 ∈ S3

2;→1

)
∈
(
S1
2;1 ∈ S4

3;1

)
∈
(
S2
3;→1 ∈ S1

4;→1

)
∈
(
S3
4;1 ∈ S2

1;1

)
,

which have joining surface area 0.5.

div1(T1) ∈ div1(T2) ∈ div1(T3) ∈ div1(T4)

=
(
S4
1;→1 ∈ S1

2;→1

)
∈
(
S1
1;1 ∈ S3

2;1

)
∈
(
S2
3;→1 ∈ S3

4;→1

)
∈
(
S4
3;1 ∈ S1

4;1

)
,

which have joining surface area 0.5.

2.5. Result 2

For →1 ≤ t ≤ 1, we set four closed unit squares:

S̃1;t := (0, t, 0), (1, t, 0), (1, t, 1), (0, t, 1),

S̃2;t := (0, t, 0), (0, t, 1), (→1, t, 1), (→1, t, 0),

S̃3;t := (0, t, 0), (→1, t, 0), (→1, t,→1), (0, t,→1),

S̃4;t := (0, t, 0), (0, t,→1), (1, t,→1), (1, t, 0).

For i = 1, 2, 3, 4, define the closed rectangularsolid by

T̃i :=
⋃

→1≤t≤1

S̃i;t.

For mathematical convension, we will use i+ 1 = 1 for i = 4 and i→ 1 = 4 for i = 1.

Observe that

T =
(
T1 ∈ T̃2

)
∈
(
T̃3 ∈ T4

)
. (A)
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Surprisingly, Matso found four congulent molecules dividing the right hand side of (A):

div2(T1) ∈ div1(T̃2) =
(
S2
1;→1 ∈ S̃3

2;1

)
∈
(
S4
1;1 ∈ S̃2

2;→1

)
,

and

div1(T̃3) ∈ div2(T4) =
(
S̃4
3;1 ∈ S1

4;→1

)
∈
(
S̃2
3;→1 ∈ S3

4;1

)
,

which have joining surface area 0.5.

Notice that the object T1 ∈ T̃2 can be divided by a plane through three points

(1, 0,→1), (0,→1, 0), (0, 1, 1), and this cross section is consisting of four equilateral

triangles with the edge length
∞
2.
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変動指数LEBESGUE空間における近似定理
出耒 光夫 (MITSUO IZUKI)

Abstract. In this talk we discuss fundamental properties of Lebesgue spaces
with variable exponent and approximation theorems in the spaces obtained in the
new article [12]. This is a joint work with Takahiro Noi, Yoshihiro Sawano and
Hirokazu Tanaka.

1. Introduction

Here and below, we use the following notation:

• Given a measurable set E, the characteristic function of E is denoted by χE.
• The space Cc(Rn) refers to the set of all continuous functions on Rn with
compact support.

• The space C→
c (Rn) denotes the set of all infinitely differentiable functions on

Rn with compact support.

2. Preliminaries

In this section, we collect some preliminary facts. Section 2.1 introduces Lebesgue
spaces with variable exponents, and Section 2.3 reviews the duality result.

2.1. Lebesgue spaces with variable exponent. Let µ be a measure on Rn, and
let p : Rn → [1,∞] be a µ-measurable function. We define the following sets:

Ω→ := {x ∈ Rn : p(x) =∞},(2.1)

Ω1 := {x ∈ Rn : p(x) = 1},(2.2)

Ω∗ := {x ∈ Rn : 1 < p(x) <∞}.(2.3)

We now recall the definition of the modular.

Definition 2.1. Given a µ-measurable function f , the modular is defined as

(2.4) εp(·)(f) :=

ˆ
Ω1∪Ω∗

|f(x)|p(x) dµ(x) + ∥f∥L∞(Ω∞).

The variable exponent Lebesgue space Lp(·)(dµ) consists of all measurable functions
f such that

(2.5) εp(·)(f/λ) <∞ for some λ > 0.

The norm in Lp(·)(dµ) is given by

(2.6) ∥f∥Lp(·)(dµ) := inf
{
λ > 0 : εp(·)(f/λ) ≤ 1

}
.
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If µ is the Lebesgue measure, we write Lp(·) := Lp(·)(Rn) = Lp(·)(dµ).

If the variable exponent p(·) equals to a constant p, then Lp(·) is the usual Lebesgue
spae Lp. We present the Hölder inequality in Lebesgue spaces with a variable expo-
nent. Let p : Rn → [1,∞] be a measurable function. We write its essential infimum
and supremum of p(x) as follows:

(2.7) p− := ess infx∈Rnp(x), p+ := ess supx∈Rnp(x).

Furthermore, we denote by p′(·) the conjugate exponent, that is p(·) satisfies

(2.8)
1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1 (x ∈ Rn).

The following two lemmas present results concerning fundamental density and
approximation in the variable exponent Lebesgue space Lp(·)(dµ).

Lemma 2.2. [4, Corollary 2.73] Let p(·) : Rn → [1,∞] be a measurable function
such that p+ < ∞. Then the space of compactly supported continuous functions
Cc(Rn) is dense in Lp(·)(dµ).

Given a measurable function f on Rn, we define the Hardy–Littlewood maximal
operator M by

(2.9) Mf(x) := sup
r>0

1

rn

ˆ
|y−x|<r

|f(y)|dy, x ∈ Rn.

The classical Hardy–Littlewood maximal theorem states that M is bounded on
Lp(Rn) for 1 < p ≤ ∞. Moreover, M is also bounded on Lp(·)(Rn) provided that
the function p(·) satisfies the following conditions:

∣∣∣∣
1

p(x)
− 1

p(y)

∣∣∣∣ ≤
C

− log(|x− y|) , for |x− y| ≤ 1

2
,(2.10)

∣∣∣∣
1

p(x)
− 1

p(y)

∣∣∣∣ ≤
C

log(e+ |x|) , for |y| ≥ |x|.(2.11)

For details, we refer to [3, 5, 7, 8].
We invoke an approximation result from [4]. We recall the notion of potential-type

approximate identities. Define the radial majorant of ϕ to be the function

ϕ̃(x) = sup
|y|≥|x|

|ϕ(y)|.

If ϕ̃ is integrable, we will say that {ϕt}t>0 is a potential-type approximate identity.
(This is the case, for example, if ϕ is a bounded function of compact support.) In
this case we have that for all x,

(1.1) sup
t>0

|ϕt ∗ f(x)| ≤
∥ϕ̃∥1
vn

Mf(x),

where vn is the volume of the unit ball and M is the (centered) Hardy–Littlewood
maximal operator given by (2.9).
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Lemma 2.3. [4, Theorem 5.11] Let φ ∈ L1(Rn) satisfy

(2.12)

ˆ
Rn

φ(x) dx = 1.

For each σ > 0, define

(2.13) φσ(x) := σ−nφ
(x
σ

)
, x ∈ Rn.

Assume that {φσ}σ>0 is a potential-type approximate identity. Suppose that the
exponent function p(·) : Rn → [1,∞) satisfies p+ < ∞. Assume further that the
Hardy–Littlewood maximal operator M is bounded on Lp′(·)(Rn). Then, for every
f ∈ Lp(·)(Rn), we have

(2.14) lim
σ→0+

∥φσ ∗ f − f∥Lp(·) = 0.

Remark 2.4. Due to its role in (2.14), the system {φσ}σ>0 is referred to as an
approximation of the identity or an approximate identity. The concept of an identity
has been studied in various function spaces; see [2, 16, 17, 19]. As an application,
this framework allows us to establish universal approximation theorems in these
spaces.

2.2. A modular inequality for M . The boundedness of M on Lp(·)(Rn) implies
the norm inequality

(2.15) ∥Mf∥Lp(·) ≤ C∥f∥Lp(·) for all f ∈ Lp(·)(Rn).

Lerner [15] showed that if M satisfies the modular inequality

(2.16)

ˆ
Rn

{Mf(x)}p(x)dx ≤ C

ˆ
Rn

|f(x)|p(x)dx for all f ∈ Lp(·)(Rn),

then p(·) must be a constant. Note that the norm inequality (2.15) and the mod-
ular inequality (2.16) are equivalent if p(·) is a constant. This result highlights a
fundamental difference between constant and variable exponent Lebesgue spaces.

2.3. Duality in Lebesgue spaces with variable exponent. We begin by recall-
ing Hölder’s inequality.

Lemma 2.5. [4, Theorem 2.26] Let p(·) : Rn → [1,∞] be a measurable function.
For all f ∈ Lp(·)(dµ) and g ∈ Lp′(·)(dµ), we have fg ∈ L1(dµ) and

(2.17) ∥fg∥L1(dµ) ≤ Kp(·)∥f∥Lp(·)(dµ)∥g∥Lp′(·)(dµ),

where

(2.18) Kp(·) :=

(
1

p−
− 1

p+
+ 1

)
∥χΩ∗∥L∞ + ∥χΩ∞∥L∞ + ∥χΩ1∥L∞ .
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The dual space Lp(·)(dµ)∗ consists of all bounded and linear functionals on Lp(·)(dµ).
In particular, for a given function g ∈ Lp′(·)(dµ), we define the functional

(2.19) Fg(f) :=

ˆ
Rn

f(x)g(x) dµ(x), for f ∈ Lp(·)(dµ).

By virtue of Hölder’s inequality (Lemma 2.5), Fg ∈ Lp(·)(dµ)∗.
The following lemma presents further duality properties and the Riesz represen-

tation theorem for Lebesgue spaces with variable exponent, as established in [4,
Proposition 2.79 and Theorem 2.80].
The space L0(Rn) denotes the space of all equivalence classes of Borel measurable

functions modulo null functions.

Lemma 2.6. Let p(·) : Rn → [1,∞] be a measurable function. Then the following
statements hold:

(I) Let g ∈ L0(Rn). The following conditions are equivalent:
(i) Fg ∈ Lp(·)(dµ)∗.
(ii) g ∈ Lp′(·)(dµ).
Furthermore, in this case, there exists a constant C ≥ 1, depending only

on p(·), such that

(2.20) C−1∥g∥Lp′(·)(dµ) ≤ ∥Fg∥Lp(·)(dµ)∗ ≤ C∥g∥Lp′(·)(dµ).

(II) The following conditions are equivalent:
(iii) p+ <∞.
(iv) For all F ∈ Lp(·)(dµ)∗, there exists a unique function g ∈ Lp′(·)(dµ) such

that F = Fg.

3. Main results

We focus on two results concerning Lp-approximation and extend them to the
setting of variable exponent spaces.
Section 3.1 revisits a result by Hornik, Stinchcombe, and White [11]. Section 3.2

examines a result by Park and Sandberg [18] in the framework of variable exponent
Lebesgue spaces. Finally, Section 3.3 considers the modular inequality, where we
show that this inequality fails for variable exponents.

3.1. Hornik–Stinchcombe–White [11] (1989). Following [11], we introduce some
definitions, notation, and concepts.

Definition 3.1 (Squashing Function). A function Ψ : R→ [0, 1] is called a squash-
ing function if it satisfies the following properties:

(1) Ψ is non-decreasing,
(2) lim

x→→
Ψ(x) = 1,

(3) lim
x→−→

Ψ(x) = 0.
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Since squashing functions are non-decreasing, they are measurable.
The following lemma states a well-known property of squashing functions and

some generalized results are proved. For example, Cybenko [6, Lemma 1] has proved
the lemma for bounded and measurable sigmoidal functions. Hornik [10, Theorem 5]
has proved it for non-constant and bounded functions. We provide an original proof
using the following fact on the integrability of the Fourier transform of bounded
functions in [12].

Lemma 3.2. Let Ψ be a squashing function. If a complex-valued Borel signed mea-
sure µ satisfies

(3.1)

ˆ
Rn

Ψ(w · x+ b)dµ(x) = 0

for all w ∈ Rn and b ∈ R, then µ = 0. Here, w · x denotes the Euclidean inner
product of w ∈ Rn and x ∈ Rn.

Given a squashing function Ψ we define the following class Σ(Ψ).

Definition 3.3. The set Σ(Ψ) consists of all functions f : Rn → R that can be
expressed in the form

f(x) =
N∑

j=1

wjΨ(aj · x+ bj) (x ∈ Rn),

where N ∈ N, wj ∈ R, aj ∈ Rn, and bj ∈ R, j = 1, 2, · · · , N .

In the context of probability measures, Corollary 2.2 in [11] establishes founda-
tional results under fixed exponents. This corollary can be extended to accommodate
variable exponents.

Theorem 3.4. Let µ be a probability measure supported on a compact set K ⊂ Rn.
Let p : Rn → [1,∞) be a Borel-measurable function such that

(3.2) p+(K) := sup
x∈K

p(x) <∞.

Then, for a squashing function Ψ, the set Σ(Ψ) is dense in the variable exponent
Lebesgue space Lp(·)(µ).

In order to prove Theorem 3.4, we need the following two lemmas.

Lemma 3.5. Let ε ∈ Cc(R) and let Ψ be a squashing function. Then for every
φ > 0 and every compact set K ⊂ R, there exists a function g ∈ Σ(Ψ) such that

sup
x∈K

|ε ∗Ψ(x)− g(x)| < φ.

Lemma 3.5 attributes to Hornik, Stinchcombe and White; see [11, Theorem 2.4].
The next lemma is also known as [11, Theorem 2.4]. We provide an original proof
once again using Fourier analysis in [12].
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Lemma 3.6. Let B be the Borel σ-algebra of Rn, Ψ be a squashing function, and let
µ be a probability measure on (Rn,B). Then Σ(Ψ) is uniformly dense on compacta
in C(Rn). That is, for all compact subsets K ⊂ Rn, all f ∈ C(Rn), and all φ > 0,
there exists g ∈ Σ(Ψ) such that

sup
x∈K

|f(x)− g(x)| < φ.

3.2. Park–Sandberg [18] (1993). To describe the result of Park and Sandberg,
we give the following definition:

Definition 3.7. Let φ : Rn → R be an integrable function, i.e., φ ∈ L1(Rn). We
define the set S1 as the collection of all functions f : Rn → R that can be expressed
in the form

(3.3) f(x) =
N∑

j=1

wjφ

(
x− zj
σj

)
, x ∈ Rn,

where N ∈ N, σj > 0, wj ∈ R, and zj ∈ Rn for each j = 1, 2, . . . , N .

We extend the result of [18, Proposition 1] to the setting with a variable exponent.

Theorem 3.8. Let φ : Rn → R be a function such that φ ∈ L1(Rn) ∩ Lp(·)(Rn) and
satisfies

(3.4)

ˆ
Rn

φ(x) dx = 1.

Suppose that p(·) : Rn → (1,∞) satisfies

(3.5) 1 < p− ≤ p+ <∞.

Assume further that the Hardy–Littlewood maximal operator M is bounded on Lp′(·)(Rn)
and that {φσ}σ>0, given by (2.13), is a potential-type approximate identity. Then
the set S1 is dense in Lp(·).

Proof. Assume, for contradiction, that S1 ! Lp(·)(Rn). By the Hahn–Banach theo-
rem, there exists T ∈ (Lp(·)(Rn))∗ such that

T (S1) = {0}, T (Lp(·)(Rn)) ̸= {0}.
By the Riesz representation theorem, there exists g ∈ Lp′(·)(Rn) such that

(3.6) T (f) =

ˆ
Rn

f(x)g(x)dx, for all f ∈ Lp(·)(Rn).

Fix z ∈ Rn and σ > 0. Since T (S1) = {0}, we have

(3.7)

ˆ
Rn

σ−nφ

(
x− z

σ

)
g(x)dx = 0.

Define the function φ̃σ by

φ̃σ(x) = σ−nφ

(
−x
σ

)
.
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Then we obtain

(3.8) (φ̃σ ∗ g)(z) =
ˆ
Rn

σ−nφ

(
x− z

σ

)
g(x)dx = 0.

In view of (3.4), Lemma 2.3 implies that

(3.9) lim
σ→+0

∥∥∥φ̃σ ∗ g − g
∥∥∥
Lp′(·)

= 0.

Combining (3.8) and (3.9), we deduce that

g(x) = 0

for almost every x ∈ Rn, implying that T (f) = 0 for all f ∈ Lp(·)(Rn). This
contradicts T (Lp(·)) ̸= {0}, completing the proof. !

3.3. A modular inequality in Lp(·). Thanks to Lemma 2.3, we can approximate
each function f ∈ Lp(·)(Rn) using the convolution φσ ∗ f . In Section 3.3, we study
the boundedness of the convolution operator φσ∗ given by

(3.10) φσ∗ : f ,→ φσ ∗ f
on Lp(·).
Suppose φ ∈ L1(Rn) and

´
Rn φ(x)dx = 1. To study the modular inequality for

the operator φσ∗, we introduce the following class of functions:

Definition 3.9. A function Φ is called radial decreasing if it satisfies Φ(x) ≥ Φ(y) ≥
0 for all x, y ∈ Rn with |x| ≤ |y|. The class RB consists of functions φ for which
there exists a radial decreasing function Φ such that |φ(x)| ≤ Φ(x) for all x ∈ Rn,
where Φ(0) <∞ and Φ ∈ L1(Rn).

Assuming φ ∈ RB, it follows from [9, Proposition 2.7] that

(3.11) sup
σ>0

|φσ ∗ f(x)| ≤ CMf(x) for all x ∈ Rn.

Thus, if M is bounded on Lp(·)(Rn), then φσ∗ is also bounded on Lp(·)(Rn) with
an operator norm independent of σ. This leads to the following generalization of
Lerner’s result [15].

Theorem 3.10. Let p(·) : Rn → (1,∞) be a measurable function. Suppose that we
have φ ∈ L1(Rn) ∩RB, satisfying

•
´
Rn φ(x) dx = 1,

• φ(0) > 0,
• φ is continuous on Rn.

If the modular inequality

(3.12)

ˆ
Rn

|φσ ∗ f(x)|p(x) dx ≤ C

ˆ
Rn

|f(x)|p(x) dx,

holds for all f ∈ Lp(·) and all σ > 0, then p(·) must be constant.
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Proof. The proof follows arguments found in [1, 13, 14]. Assuming the modular
inequality (3.12) holds for all f ∈ Lp(·)(Rn) and all σ > 0, we derive a contradiction
under the assumption that p(·) is not constant.
By the continuity of φ and the assumption φ(0) > 0, there exists a constant

C0 > 0 and j ≫ 1 such that

(3.13) φ(z) > C0, for |z| < 2−j.

If p(·) is not constant, then p+ > p− holds. Define

φ :=
1

3
(p+ − p−),

E := {x ∈ Rn : p+ − φ < p(x)},
F := {x ∈ Rn : p− + φ > p(x)}.

Note that φ > 0, |E| > 0 and |F | > 0. By the Lebesgue differentiation theorem,

lim
r→+0

|B(y0, r) ∩ E|
|B(y0, r)|

= 1

for almost all y0 ∈ E and

lim
r→+0

|B(x0, r) ∩ F |
|B(x0, r)|

= 1

for almost all x0 ∈ F . Choose r ∈ (0, 2−j), y0 ∈ E and x0 ∈ F so that

|B(y0, r) ∩ E|
|B(y0, r)|

>
1

2
,

|B(x0, r) ∩ F |
|B(x0, r)|

>
1

2
.

Then |E ∩B(y0, r)| > 0 and |F ∩B(x0, r)| > 0 in particular. We additionally define

U := E ∩B(y0, r), V := F ∩ B(x0, r),

so that

(3.14) |U |, |V | ≥ 1

2
|B(x0, r)|.

Assume that σ > 2j(|x0 − y0|+ 2r). Then

φσ ∗ χV (x) =
1

σn

ˆ
V

φ

(
x− y

σ

)
dy ≥ C0|V |

σn
, x ∈ U.

since
|x− y| ≤ |x− y0|+ |y0 − x0|+ |x0 − y| ≤ 2r + |y0 − x0|,

for every x ∈ U and y ∈ V .
With this setup in mind, taking an arbitrary constant R > 1, we obtain

Rp+−ε

ˆ
U

(
C0|V |
σn

)p(x)

dx ≤
ˆ
U

(
RC0|V |
σn

)p(x)

dx

≤
ˆ
Rn

(Rφσ ∗ (χV )(x))
p(x) dx.
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Applying inequality (3.12), we get

Rp+−ε

ˆ
U

(
C0|B(x0, r)|

2jn+n(|x0 − y0|+ 2r)n

)p(x)

dx ≤ C

ˆ
Rn

(RχV (x))
p(x) dx

= C

ˆ
V

Rp(x) dx

≤ CRp−+ε|V |.

This contradicts the fact that p+ − φ > p− + φ. Hence, we conclude that p+ = p−,
which means that the variable exponent p(x) is constant. !
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SYMMETRY OPERATORS FOR QUANTUM RABI MODELS

AND RELATED MODELS

CID REYES BUSTOS

Abstract. The quantum Rabi model is one of the fundamental models of light-matter
interactions in quantum optics. In addition to the physical relevance, there are a number
of interesting mathematical questions related to the study of the Hamiltonian and its
spectrum. One of them is the existence of the so-called hidden symmetry operators
for the asymmetric version of the models, which turns out to be closely related to the
presence of degenerate eigenvalues in the spectrum. In this contribution we given an
overview of the topic for the quantum Rabi model and its two photon generalization.

1. Introduction

In quantum optics, the quantum Rabi model (QRM) is one of the models used to describe
basic quantum light-matter interactions [8]. Partly due to the simplicity of its formulation,
it has been applied to several areas of physics. For instance, in quantum information,
the QRM describes the a qubit interacting with a single bosonic degree of freedom, and
in particular it is a basic component of several candidates for the practical realization of
quantum computers [5]. Concretely, the QRM models the interaction between a two-level
system and a quantum harmonic oscillator. We refer to [3] for an friendly introduction to
quantum interaction models and [6] for a more complete exposition.

The Hamiltonian of the QRM is given by

H
0
R = ωa

†
a+!εz + gεx(a

† + a),

where a† and a are the creation and annihilation operators of the bosonic mode, i.e., [a, a†] =
1 and

εx =

[
0 1
1 0

]
, εz =

[
1 0
0 →1

]

are the Pauli matrices, 2! is the energy di”erence between the two levels, g denotes the
coupling strength between the two-level system and frequency of the harmonic oscillator ω
(subsequently, we set ω = 1 without loss of generality). The operator H

0
R acts densely on

H = C2
↑H1 where H1 is either L2(R) (or a Hilbert space isometric to it). In this setting,

H
0
R is a self-adjoint operator with spectrum consisting only of eigenvalues.
An important feature of the spectrum it that it has an apparent symmetry realized by

an operator J0 commuting with H
0
R. The operator J0 is given by

J0 = Pεz

where P = exp(iϑa†a) is the parity operator. It is easy to see that J0 is an involution, and
its action decomposes the Hilbert space H into two invariant subspaces

H = H→ ↓H+

corresponding to the “positive” and “negative” (that is, the eigenvalue ±1 of J0) and there-
fore classifying the eigenvalues of H0

R into positive and negative.
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In physics, it is customary to visualize the spectrum of the QRM using spectral curves,
that is, the graph of the eigenvalues with as a function of the parameter g > 0, assuming a
fixed value for !. In Figure 1 we show the spectral curves of the QRM for some examples
values of !, obtained numerically by truncated Hamiltonian method (see e.g. [14]) The
spectral curves are shown normalized, that is, they correspond to the Hamiltonian H

0
R+ g

2,
to simplify the visualization.
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Figure 1. Normalized spectral curves for the QRM for ! = 1 and ! =
3/2.

As it is easy apparent in the picture, the spectrum of the QRM appears to have degen-
eracies (i.e. eigenvalues of multiplicity 2) for particular values of parameters g,!. This is
actually the case as it was shown by Kuś [10]. In addition, the spectral degeneracies consist
of an eigenvalue of positive and one of negative parity (in the classification induced by J0).

For the QRM, there is thus a clear and transparent relation between the existence of the
symmetry operator J0 and the spectral degeneracies [4]. This is specially relevant in physics
where it part of the discussions on the integrability of the QRM and related models (see the
discussion on Braak’s breakthrough paper showing that the QRM is exactly solvable [2]).

The picture described above changes considerably when we add an additional bias term
to the QRM Hamiltonian, resulting on the asymmetric QRM depending on a real parameter
ϖ ↔ R. In general, the addition of this term makes the spectrum multiplicity free and the
resulting Hamiltonian does not commute with J0. For particular values of ϖ, namely when
ϖ is integer, i.e. ϖ = ϱ ↔ Z , the spectrum is again degenerate and a “hidden” symmetry
operator Jω appears. The situation is considerably di”erent than the QRM since the operator
Jω is no longer an involution. However, this fact allows a more interesting structure for the
spectrum with many open questions. In chapter 2 we describe the situation.

The situation is similar models related with the QRM, for instance, the two-photon
quantum Rabi model (2pQRM). The spectral structure of the 2pQRM is more complicated
since the Z2 = Z/2Z-symmetry (i.e. involutive operator J0) is replaced by a Z4-symmetry
(inducing naturally also a Z2 symmetry). In this direction, we announce recent result of the
author and Masato Wakayama in Section 3.

The objective of this contribution is to present a general overview of the symmetry and
degeneracy picture of models in quantum interactions, so we will limit ourselves to present
the main results and refer the reader to the appropriate references for the proofs.

We conclude by noting that the symmetry-degeneracy picture described here for the
asymmetric versions of the QRM and the 2pQRM is likely to extend to other models, like
the quantum Rabi-Stark model or the Dicke model (see e.g. [13] or [12]). We expect that

2
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further study of this picture for other models may be helpful to elucidate the many mysteries
remaining in this topic.

2. Asymmetric Quantum Rabi model

A physically relevant generalization of the QRM is the asymmetric quantum Rabi model
(AQRM), obtained by adding a bias term depending on a bias parameter. This is the
simplest case where we can extend the symmetry-degeneracy picture described in the intro-
duction for the QRM. While we are not able to replicate all the details of the symmetry
operators, namely the symmetry operators for the AQRM will not be involutive, this dif-
ference hints at a rich structure underlying the spectrum of the AQRM and other related
models. This section is based on prior results of the author with Kazufumi Kimoto, Masato
Wakayama and Daniel Braak [9, 17].

The AQRM is the model with Hamiltonian H
ε
R given by

H
ε
R = H

0
R +

ϖ

2
εx

= a
†
a+!εz + gεx(a

† + a) +
ϖ

2
εx,(1)

where ϖ ↔ R is the bias parameter.
Similar to the QRM (corresponding to the case ϖ = 0), the spectrum of the AQRM

consists only on eigenvalues for any value ϖ ↔ R. Moreover, it is known that the spectrum of
H

ε
R and H

→ε
R are equal (see [9]), and therefore we assume ϖ ↗ 0 without loss of generality.

Since the Pauli matrices are not mutually commutative, the operator J0 does not commute
with H

ε
R for ϖ ↘= 0. On the other hand, looking at the (normalized) spectral curves in Figure

2(left figure), we observe that for ϖ ↘= Z no degeneracies appear to be present at the spectrum.
In fact, the AQRM was introduced as a symmetry-breaking version of the QRM, so these
facts were not surprising at first.
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Figure 2. Normalized spectral curves for the AQRM for ϖ = 0.75 and
ϖ = 1, with fixed ! = 1.

It was first observed by Li and Batchelor [11] that for integer values of ϖ, the spectrum
of the AQRM apparently becomes degenerate again, as was later proved in [9]. Therefore,
in this case the first half of the symmetry-degeneracy picture of the QRM spectrum is
recovered. In general, including the integer ϖ case, the H

ε
R does not have apparent (i.e.

obvious) symmetry operators which lead physicist to call any possible commuting operators
“hidden” symmetries. Moreover, the existence of such a symmetry operator was expected
on physical grounds due to the presence of degeneracies (see e.g .[1]).

3
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The hidden symmetry operators were finally discovered for small ϖ by Mangazeev, Batch-
elor and Bazhanov in [15] and a more systematic approach was given in [17], completing the
symmetry-degeneracy picture. In this section we give a description of this picture and how
it di”ers from the one of the QRM.

2.1. Juddian solutions and spectral degeneracies. As mentioned in the introduction,
the spectrum of the QRM was known to be degenerate for a long time, even before the
spectrum was shown to be fully solvable by Braak [2]. The reason is that the degenerate
eigenfunctions of the QRM are of a particular class known as Juddian solutions, correspond-
ing to eigenvalues of the form ς = N → g

2 for N ↔ Z↑0, known as exceptional eigenvalues.
Here, we describe the similar formalism for the case of the AQRM. In particular, it turns
out that studying the degenerate solutions of the AQRM correspond to studying certain
families of polynomials in the system parameters.

First, we introduce the following classification for the eigenvalues of the AQRM:

• Exceptional eigenvalues: An eigenvalue ς ↔ Spec(Hε
R) is called exceptional if ς

is of the form ς = N ±
ε
2 → g

2.
• Regular eigenvalue: an eigenvalue ς ↔ Spec(Hε

R) is regular if it is not exceptional.

In general, regular eigenvalues are non-degenerate [2]. The significance of exceptional
eigenvalues comes from the fact that these correspond to Frobenius solutions in the conflu-
ent Heun ODE picture of the AQRM eigenvalue problem, that is, the di”erence between
exponents is an integer. Moreover, these correspond to the poles of the spectral determinant,
or G-function, of the AQRM (see e.g. [3] or [9]).

Among exceptional eigenvalues, there is an additional classification according to the type
of eigenfunctions:

• Juddian solutions: the eigenfunction has a quasi-exact (polynomial) representa-
tion.

• Non-Juddian exceptional solutions: the eigenfunction is not quasi-exact.

In practical terms, the existence of Juddian solutions can be verified via a polynomial
constraint condition on the parameters. Concretely, the eigenvalue ς = N ±

ε
2 → g

2 is in
Spec(Hε

R) if the parameters satisfy the equation

(2) P
(N,±ε)
N ((2g)2,!2) = 0,

where P
(N,±ε)
N (x, y) is a polynomial of degree N (on x and y) called constraint polynomial.

The constraint polynomial P (N,ε)
N (x, y) is the N -th polynomial of the family P

(N,ε)
k (x, y)

defined by three-term recurrence relation

P
(N,ε)
0 (x, y) = 1,

P
(N,ε)
1 (x, y) = x+ y → 1→ ϖ,

P
(N,ε)
k (x, y) = (kx+ y → k(k + ϖ))P (N,ε)

k→1 (x, y)→ k(k → 1)(N → k + 1)xP (N,ε)
k→2 (x, y),

for k ↗ 2.

Remark 2.1. The presence of an eigenvalue ς = N ±
ε
2 → g

2 of non-Juddian exceptional type
can be verified also by a constraint condition

T
(N,±ε)
N ((2g)2,!2) = 0,

however in this case the corresponding function T
(N,±ε)
N (x, y) is not polynomial (see e.g. [3]

for the QRM case or [9] for the general AQRM case).
4
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Note that if two exceptional eigenvalues ς1 = N1 + ε
2 → g

2 and ς2 = N2 →
ε
2 → g

2 are
degenerate (assuming N1 ↗ N2), then we must have ϖ = N1 →N2 ↔ Z↑0. Similar to regular
eigenvalues, non-Juddian exceptional eigenvalues are not degenerate. Therefore, the only
possibility for degeneracies is between two Juddian eigenvalues.

In this case, the presence of a degenerate eigenvalue ς = N ±
ω
2 → g

2 in Spec(Hε
R) with

ϱ ↔ Z↑0 is equivalent to the simultaneous vanishing of the two constraint polynomials

P
(N+ω,→ω)
N+ω ((2g)2,!2) = 0, and P

(N,ω)
N ((2g)2,!2) = 0.

This result is implied by the following theorem proved in [9].

Theorem 2.1 ([9]). for ϱ ↗ 0 the constraint polynomials satisfy a divisibility relation

P
(N+ω,→ω)
N+ω (x, y) = A

ω
N (x, y)P (N,ω)

N (x, y)(3)

where A
ω
N (x, y) is a polynomial satisfying A

ω
N (x, y) > 0 for x, y > 0.

The proof of the theorem is based on the study of the determinant expressions satisfied by
the constraint polynomials and the associated three-term recurrence relations. In addition,
it was shown that A

ω
N (x, y) can be written as the determinant of a tridiagonal matrix.

Concretely, we have

A
ω
N (x, y) =

(N + ϱ)!

N !
det tridiag

[
x+ y

N+i → ϱ+ 2i→ 1 1
→i(ϱ→ i)

]

1↓i↓ω

.(4)

Here, we used the notation

tridiag

[
ai bi

ci

]

1↓i↓n

:=





a1 b1 0 · · · 0
c1 a2 b2 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 an→1 bn→1

0 · · · 0 cn→1 an





for a tridiagonal matrix.

Remark 2.2. Note that even with Theorem 2.1, it remains to prove that the corresponding
eigenfunction are linearly independent. However, since the degree of the corresponding
polynomial solutions is di”erent, this is immediate to verify in most cases and the remaining
ones are not di#culty to verify (see also [23] for a proof using representation theory).

Using Theorem 2.1 we can complete the degeneracy picture of the AQRM.

Theorem 2.2. The spectrum of the AQRM may only be degenerate when ϖ ↔ Z. Moreover,
in this case, an eigenvalue is degenerate if and only if its eigenfunction is a Juddian solution.

Therefore, with respect to the spectral degeneracy the AQRM with integral bias ϖ = ϱ ↔ Z
behaves similar to the original QRM. The key di”erence is the presence of the involutive
symmetry operator J0. As we will see in the next section, the AQRM with ϱ > 0 also has a
commuting operator, but it is not involutive. However, the most interesting aspects of the
AQRM spectral structure appear because of this fact.

2.2. Symmetry operators for AQRM. As mentioned in the introduction, from the
Hamiltonian of the AQRM, the existence of a commuting operator for ϖ ↘= 0 is not obvious.
This is the reason that such a (potential) operator was referred to as hidden symmetry op-
erator, especially for the case ϖ = ϱ ↔ Z. Almost nothing was known about such an operator
until it was first discovered by Mangazeev, Batchelor and Bazhanov in [15], giving a full
description for small ϱ and a heuristic algorithm based on an ansatz for the general case.
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Roughly speaking, the main conclusions in [15] were that for ϱ ↔ Z↑0, there is an operator
Jω acting on the same Hilbert space such that

[Hω
R, Jω] = 0,

that can be computed can be computed recursively. Unfortunately some details were missing,
for instance, the algorithm was not proven to finish so the existence of the operator Jω could
not established in general.

An important observation in [15] is that for the explicitly computed cases, the operator
Jω had the form

Jω = PQ,

where Q ↔ Mat2(C[a, a†]) is a matrix with entries on the (non-commutative) Weyl algebra
C[a, a†].

Using this observation, in [17] the following result was proved.

Theorem 2.3 ([17]). For integer ϱ ↗ 0, there is a self-adjoint operator Jω = PQ
(ω)
0 with

Q
(ω)
0 ↔ Mat2(C[a, a†]) such that

[Hω
R, Jω] = 0.

Moreover, Jω satisfies the operator equation

J
2
ω = pω(H

ω
R; g,!),

for a polynomial pω(x; g,!) ↔ Z[x, g,!] of degree ϱ.

In addition, it was shown that Q
(ω)
0 ↔ Mat2(C[a, a†]) is unique in the sense that any

other commuting operator of the form PQ with Q ↔ Mat2(C[a, a†]) are products of Jω

with polynomials in the Hamiltonian H
ω
R, and Q

(ω)
0 has components of minimal degree (as

polynomials in C[a, a†]). There is not general expression for Jω since the coe#cients of each

component of Q(ω)
0 are given as simultaneous recurrence relations.

It was also established in [17] that for ϖ /↔ Z, any commuting operator Jε of Hε
R cannot be

of the form Jε = PQε with Qε ↔ Mat2(C[a, a†]) with entries of finite degree as polynomials
in C[a, a†].

Remark 2.3. It is reasonable to impose certain limitations on the operator Jε (for instance,
being of the form Jε = PQ) with Q ↔ Mat2(C[a, a†]). Otherwise, it is possible to construct
commuting operators to H

ε
R for any ϖ but these do not provide any useful information (see

the discussion in the introduction of[17]).

The mysterious equation

(5) J
2
ω = pω(H

ω
R; g,!),

was already observed in [15]. In particular, it shows that the operator Jω is not an involution
and therefore it does not induces naturally a subspace decomposition of the Hilbert space
H except for ϖ = 0. In [15] it was argued that the sign of the eigenvalues of Jω may be used
to give a definite parity to the eigenvalues of Hω

R, however it is not known if the kernel of Jω
is non-trivial (otherwise there would be eigenvalues such that a parity cannot be assigned
in that way).

On the other hand, the equation (5) shows that the joint eigenvalues of Hω
R and Jω lie in

the hyperelliptic curve
y
2 = pω(x; g,!),

allowing an algebro-geometric exploration of the spectrum. In addition, since the polyno-
mial pω(x; g,!) has integer entries, a connection with number theory may also be possible
(in addition to other connections of the spectrum via the spectral zeta function [18, 19]).
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An initial exploration of this direction was shown in [21] and its further development is a
potential area of research.

2.3. Conjectural relation between degeneracy and symmetry. As ϱ grows large,
the polynomial pω(x; g,!) is di#cult to compute and since the proof of its existence is
not constructive, there does not seem to be an algorithm that simplifies its computation.
Nevertheless, by observation of explicit computed cases (up to ϱ ≃ 6), in [21], the following
conjecture was posed relating the polynomials pω and A

ω
N .

Conjecture 2.4. For all natural numbers N, ϱ ↗ 0, we have

pω(N + ω
2 → g

2; g,!) = A
ω
N ((2g)2,!2).(6)

Moreover, since A
ω
N has a determinant expression, this conjecture immediately gives an

explicit expression for pω Namely, we have

(7) pω(x; g,!) = det
(
!2Iω +Mω(x, g)

)
,

for the matrix Mω(x, g) give by

Mω(x, g) = tridiag

[
((2g)2 → ϱ+ 2i→ 1)(x→

ω
2 + g

2 + i) (x→
ω
2 + g

2 + i)
→i(ϱ→ i)(x→

ω
2 + g

2 + i+ 1)

]

1↓i↓ω

.

The main significance of this conjecture is that it relates both the degeneracy of the
AQRM with the existence of the hidden symmetry operator via the polynomials appearing
independently in each of the settings. A proof of the conjecture at this points seems quite
complicated. This is one of the motivations to study if a similar relation exists on other
models related to the QRM.

3. Two-photon quantum Rabi model

The two-photon quantum Rabi model (2pQRM) is another model used in quantum optics
to describe light-matter interactions. As the name implies, the level changes in the two-level
system now involve two photons. In addition to this, the 2pQRM has several features
that separate it from the QRM. For instance, depending on the interaction strength, the
spectrum may be no longer consists only on eigenvalues, that is, there may be continuous
spectrum. In this section we describe how the symmetry and degeneracy picture appears
in the 2pQRM and announce some new results of the author and Masato Wakayama to
appear in the manuscript in preparation “Two-photon asymmetric quantum Rabi models:
symmetry, degeneracy and representation theory” [22]. In this section, when we say one-
photon (A)QRM we refer to the usual (A)QRM described in Section 2 above.

The Hamiltonian H2p of the 2pQRM is given by

H2p = ω(ata+
1

2
) + g(a2 + (a†)2)εz +!εx(8)

where, similar to the QRM, 2! is the di”erence between the two levels, g is the coupling
strength and a

† and a the creation and annihilation operators for harmonic oscillators of
frequency ω (we may set ω = 1).

In general we assume g <
1
2 . Under this condition, the spectrum of H2p to consist only of

eigenvalues (see e.g. [7]), it is also known that the multiplicity of the spectrum is bounded
above by 2. We note here that the structure of the spectrum for g ↗

1
2 is more complicated,

for instance, it is known that continuous spectrum appears for certain cases, but it has not
been verified whether embedded eigenvalues also appear.
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It is immediate to verify that H2p commutes directly with the parity operator P =
exp(iϑa†a) and therefore we may classify the eigenvalues according to parity (as in the
QRM). In this case, the parity coincides with the parity of the corresponding eigenfunctions.

The parity symmetry in the 2pQRM actually arises from a more general Z4-symmetry,
given by the operator

J̄0 := e
iϑa†a/2

εz

of order 4. In fact, there is another non-trivial symmetry arising from the Casimir operator
of the Lie algebra sl2, but it does not appear to induce any degeneracies [22].

The di”erences of the 2pQRM and the QRM can also be easily seen from the spectral
curves shown in Figure 3. Similar to the QRM case, we show the normalized spectral curves
here, corresponding to the eigenvalues of the operator H2p/

√
1→ 4g2. The color represent

the parity of the eigenfunctions (black: even, red: odd).
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Figure 3. Normalized spectral curves for the QRM for ! = .7 and ! = 1.

First, we note that there appear to be both crossings (that is, degenerate eigenvalues)
between the spectral curves of same parity and between spectral curves of di”erent parity. As
we will see later, the analogs of QRM spectral degeneracies correspond to the ones between
eigenvalues of the same parity.

Remark 3.1. We note that the 2pQRM is not a generalization of the QRM in the usual
sense since the parameters of H2p cannot be specialized to obtain the QRM Hamiltonian.
However, it has been show recently in [16] (see also [20]) that we can obtain the confluent
Heun picture of the QRM eigenvalue problem from the ODE picture, equivalent to a Heun
ODE, of the 2pQRM via a confluence process.

In the two-photon setting, the role of the AQRM is taken by the the two-photon asym-
metric QRM (2pAQRM). The 2pAQRM is the model with Hamiltonian Hε given by

H
ε
2p = (a†a+

1

2
) + g(a2 + (a†)2)εz +!εx + φϖεz,(9)

with g,! > 0, ϖ ↔ R and φ =
√
1→ 4g2. Like in the 2pQRM case, the condition φ < 1

(g < 1/2) ensures that the spectrum of Hε
2p consists only of eigenvalues. This particular

form of the 2pAQRM Hamiltonian is not standard, however it allows a simpler analysis of
degenerate eigenvalues and hidden symmetry operators.

The addition of a bias term to the 2pQRM breaks the Z4-symmetry, that is, it no longer
commutes J̄0. However, we note that H

ε
2p still commutes with the parity operator P,

therefore, there is still a classification of eigenvalues into even an odd (according to the
8
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eigenfunctions). This is also reflected on the spectral curves of the models, shown in Figure 4
where the degeneracies corresponding to di”erent parities (associated with the Z2 symmetry)
remain while the same parity degeneracies are not present in general.
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Figure 4. Normalized spectral curves for the 2pAQRM for ϖ = 0, 25,! =
.75 and ϖ = ! = 1.

Like in the AQRM, when ϖ ↔ Z, then the degeneracies return and we can attempt to
consider a similar discussion of symmetry and degeneracy. This was observed in [25] and it
holds in general as we show in the next section.

3.1. Spectral degeneracies. For the 2pAQRM spectrum, we define exceptional and reg-
ular eigenvalues in a manner analogous to the one photon setting. Concretely, we have

• Exceptional eigenvalue if ς is of the form ς = φ(2N + ↼+ 1
2 ± ϖ) for NZ↑0 and

↼ ↔ {0, 1},
• Regular eigenvalue if ς is not exceptional.

Then, we define Juddian eigenvalues as those corresponding to polynomial solutions of
the ODE picture of the 2pAQRM. We leave the details to [22], but it is worth noting that
in order to obtain the appropriate description of the ODE picture, it is necessary to use
a Bogoliubov transformation, or squeezing transformation, to put the Hamiltonian in an
appropriate form.

The existence of Juddian solution ς = φ(2N + ↼+ 1
2 ± ϖ) for the 2pAQRM is equivalent

to the solution of the equation

P
(N,ϖ,±ε)
N ((2g)2,!2) = 0,

for the constraint polynomial P (N,ϖ,±ε)
N ((2g)2,!2) defined below. It is important to note

that the parameter ↼ determines the parity of the constraint solution, namely ↼ = 0 if the
eigenvalue is even and ↼ = 1 if it is odd. This implies directly that there are no degeneracies
consisting of Juddian solutions of di”erent parity and that ϖ ↔ Z is a necessary condition
for the existence of Juddian degeneracies.

The family of polynomials P (N,ϖ,±ε)
n (x, y) is given by

P
(N,ϖ,ε)
0 (x, y) = 1

P
(N,ϖ,ε)
1 (x, y) = y + 2x(4N + 2↼+ 2ϖ→ 1)→ 4(1 + ϖ)

P
(N,ϖ,ε)
k (x, y) = (y + 2xk(4N + 2↼→ 2k + 2ϖ+ 1)→ 4k(k + ϖ))P (N,ϖ,ε)

k→1 (x, y)

→ 4k(k → 1)(2(N → k + 1) + ↼)(2(N → k + 1) + ↼→ 1)xP (N,ϖ,ε)
k→2 (x, y).(10)
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for k ↗ 2. Note that the parameter ↼ appears as a variable in the definition of the constraint
polynomial, allowing a unified approach for both parities.

To prove the existence of degenerate Juddian eigenvalues, the process follows the general
idea of the case of the AQRM. In particular, we look for the existence of a divisibility
conditions between constraint polynomials of the same parity.

Theorem 3.1 ([22]). For N ↗ 0, ϱ ↗ 1 and ↼ = 0, 1, it holds

P
(N+ω,ϖ,→ω)
N+ω (x, y) = A

(ω,ϖ)
N (x, y)P (N,ϖ,ω)

N (x, y),

where the polynomial A(ω,ϖ)
N (x, y) satisfies A

(ω,ϖ)
N (x, y) > 0 for ↼ = 0, 1.

We note that in this case we have two polynomials associated with the degeneracy, namely,

A
(ω,1)
N (x, y) and A

(ω,0)
N (x, y). We will see later that this is not significant di”erence and that

the expectation of the symmetry-degeneracy picture holds even in this case.
We conclude this section by describing the degeneracy structure of the 2pAQRM.

Theorem 3.2 ([22]). For g,! > 0, ↼ ↔ {0, 1} and ϖ = ϱ ↔ Z↑0, any degenerate eigenvalue
of the 2pAQRM consisting of two eigenvalues of the parity is an exceptional eigenvalue

ς = φ(2N + ↼+ 1
2 + ϱ),

and consists of a pair of Juddian solutions.

We note that the above does not cover the degeneracies consisting of eigenvalues of
di”erent parities. Qiong-Tao Xie shown that the corresponding eigenfunctions can be written
as sums of special functions [24]. Still, these degeneracies remain mysterious and a deeper
study may reveal more of the structure underlying the spectrum of the 2pAQRM.

3.2. Symmetry operators for AQRM. According to the reasoning we have been using,
the existence of the same parity degeneracies hint to the existence of a hidden symmetry
for the AQRM in the cases ϖ = ϱ ↔ Z. The hidden symmetry operators J̄ω were discovered
by [26] using a similar method of [15]. In particular, the main result is an algorithm for the
computation of the hidden symmetry operators J̄ω satisfying

[J̄ω, H
ω
2p] = 0

where J̄ω is of the form

J̄ω = e
ϑia†a

2 Q̄ω,

where Q̄ω ↔ Mat2[C[a, a†]], where C[a, a†]. The operators J̄ω were given explicitly for small
values of ϱ, however the algorithm had the same omission as in [15], namely, there is no
proof that the algorithm converges (i.e. that the operator exist). In addition, the authors
shown that the second power of J̄ω may be written in terms of a degree 2ϱ polynomial in the

original Hω
2p. Since the polynomials A(ω,ϖ)

N (x, y) of are of degree ϱ, the situation appears to
be di”erent from the AQRM case.

It turns out that J̄ω exists for every ϱ ↗ 0 and it enjoys similar properties of its one photon
analog.

Proposition 3.3 ([22]). Let ϱ ↔ Z↑0, then there is an operator J̄ω = exp( 12ϑia
†
a)Q̄ω with

Q̄ω ↔ Mat2(C[a, a†]), such that

[Hω
2p, J̄ω] = 0,(11)

such that

(1) the entries of Q̄ω are of total degree 2ϱ in C[a, a†],
(2) J̄ω is self-adjoint,
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(3) J̄
2
ω = exp(ϑia†a)pω(Hω

2p) for a polynomial pω(x) of degree 2ϱ.

In addition, Q̄ω is unique in the sense of the corresponding operator for the AQRM, that
is, is of minimal degree and any similar commuting operator for J̄ω must be products of J̄ω
with polynomials in the Hω

2p. It is worth remarking that di”erent from the proof of Theorem
3.1, the proof of Proposition 3.3 is considerable more di#cult than the one photon version
due to the complicated recurrence relations involved.

Example 3.1. Let us given and example for ϱ = 1, in this case, we have

Q̄1 =

[
→

!
g (1 + φ) a2 → 4ga†a+ (1→ φ) (a†)2 → 2g

→ (1→ φ) a2 → 4ga†a→ (1 + φ) (a†)2 → 2g →
!
g .

]

and also we verify

J̄
2
1 =

(
4(H1

2p)
2 +

φ
2(!2

→ g
2)

g2

)
e
ϑia†a

.

Note that the Hamiltonian H
1
2p appears as an even power. In the next section we consider

a conjecture that clarifies this situation.

Another di”erence with the AQRM case is the equation

J̄
2
ω = pω(H

ω
2p)P,

which due to the presence of the parity operator P = exp(ϑia†a) does not allow a direct
generalization of the geometric picture of the AQRM. An alternative is to use the equation

J̄
4
ω =

(
pω(H

ω
2p)

)2
,

however the correct interpretation of this equation for a geometric picture is yet unclear.
We note that for this same reason, the heuristic argument for assigning a “parity” in the
one-photon case does not seem to work here (and it is not known whether the kernel J̄ω is
trivial or not).

3.3. Conjectural relation between degeneracy and symmetry. Let us conclude by
describing the conjecture relating the polynomials appearing in the hidden symmetry and
the divisibilty conditions originated in the spectral determinant. As mentioned before, due
the di”erence in degrees between the polynomials and the fact that there are two polynomials
appearing in the divisibility relation (according to each parity) it appears that the situation
is rather di”erent that the one photon analog.

It turns out that the polynomials involved have several interesting properties. For in-

stance, while the polynomials A(ω,ϖ)
N (x, y) are di”erent for ↼ = 0, 1, they coincide for certain

values of N when considered as variable (we wrote A
(ω,ϖ)(N, x, y) in this case ). Concretely,

by the determinant expression obtained in the proof of Theorem 3.1 (similar to (4) for the
one photon case), we see that

A
(ω,0)( ϱ

2ς →
1
4 →

ω
2 , (2g)

2
,!2) = A

(ω,1)( ϱ
2ς →

1
2 →

1
4 →

ω
2 , (2g)

2
,!2).

We note that this implies that the polynomials for the two parities actually arise from a
single polynomial. We denote by A

(ω)(z) as the common polynomial, that is,

A
(ω)(z) := A

(ω,0)( zς →
1
4 →

ω
2 , (2g)

2
,!2)

where z = ϱ
2 .

Also using the determinant expression, it is not di#cult to see that, with respect to the
variable z, the polynomial A(ω)(z) is a polynomial on z

2. With these preparations, we can
11
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give the conjecture on the relation between the degeneracy and hidden symmetry for the
2pAQRM.

Conjecture 3.4. For ϱ ↗ 0, the polynomials pω(x; g,!) and A
(ω)(xς ) are equal up to a

constant, that is,

pω(x; g,!) =

(
φ

g

)2ω

A
(ω)


x

φ


.(12)

This conjecture clarifies the degree 2ϱ of the polynomial pω(x; g,!). In reality, the poly-
nomial A(ω), and thus pω assuming the conjecture, is a polynomial of degree ϱ on the variable
x
2, so the situation is remarkably similar to the one-photon version.

Remark 3.2. In the example given in [26], the polynomial corresponding to pω(x; g,!) is
not a polynomial on x

2. This is due to the choice of Hamiltonian used there (it di”er by an
additive constant to ours) . From this point of view, it seems that our choice of Hamiltonian
H

ω
2p is more natural, however both approaches are equivalent for the study of the 2pAQRM.
We also note that the constant appearing in (12) is a consequence of the choice of nor-

malization of Jω, so the constant appearing in [26] is di”erent.
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極大単調作用素の零点問題に対する縮小射影法の研究

茨木貴徳 (横浜国立大学 教育学部)

1 はじめに

H を実ヒルベルト空間とし, A − H → H を極大単調作用素 (maximal monotone

operator) *1とする. このとき
0 ∈ Au

を満たす元 u を求める問題を零点問題 (zero point problem) という. また, このような

元 uを Aの零点 (zero point) といい, Aの零点全体の集合を A−10で表す. 零点問題は凸

最小化問題, 均衡問題, ミニマックス問題等の多くの非線形問題を一般化した問題でもあ

る. 零点問題を解く代表的な手法に近接点法 (proximal point algorithm) がある: 初期点

を x1 ∈ H とし
xn+1 = Jrnxn, n = 1, 2, . . . , (1.1)

で点列を構成する. ただし, {rn} −]0,∞[であり, Jr は極大単調作用素 Aと正の実数 rか

ら生成されるリゾルベント (resolvent)*1 と呼ばれる作用素である. この近接点法は 1970

年にMartinet [22]により導入され, 1976年に Rockafellar [27]により, ヒルベルト空間に

おいて lim infn→∞ rn > 0かつ A−10 %= ∅ を仮定すれば (1.1)で定義された点列 {xn}は

A−10の元へ弱収束することが示された. この研究以降, 近接点法の研究はヒルベルト空

間やバナッハ空間等で, さまざまな形で進められてきた ( [14,15,21,23,32]等を参照).

一方, 非線形写像の不動点 (fixed point) を求める近似法に関する研究において高橋-竹

内-窪田 [29]は縮小射影法 (shrinking projection method) と呼ばれる近似法を提案した.

定理 1.1（ [29]） H を実ヒルベルト空間とし, C を H の空でない閉凸部分集合とし,

T を C から C への F (T )(:= {p ∈ C : p = Tp}) が空でない非拡大写像 (nonexpansive

mapping) *2 とする. また, {αn} を [0, a] の実数列とする. ただし, 0 < a < 1 である.

x0 を H の任意の元とし, 点列 {xn} を次のように構成する: C1 = C, x1 = PC1
x0 とし,

n ∈ Nに対して

yn = αnxn + (1− αn)Txn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

xn+1 = PCn+1
x0

とする. このとき, 点列 {xn}は PF (T )x0 に強収束する. ただし, PK は H から H の空で

ない閉凸部分集合K への距離射影 (metric projection)*1 とする.

本研究は科研費 (課題番号:23K25512, 24K06807)の助成を受けたものである。
*1第 2節 2.1項を参照.
*2T が非拡大写像であるとは, 任意の x, y ∈ C に対して ‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖が成立することである.
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なお, 高橋-竹内-窪田 [29]は, 定理 1.1より一般的な非拡大写像族の共通不動点への収

束定理を得ている. 定理 1.1が示されてから, この手法は多くの研究者によってヒルベル

ト空間やバナッハ空間で研究が活発に行われており, さらに近接点法の研究においても,

この手法を用いる研究が活発に行われてきた. 特に, 木村-高橋 [20]はモスコ収束という

概念を用いた証明方法を提案し, 空間の条件や係数条件を弱めることに成功した. さらに,

これまではバナッハ空間において縮小射影法で利用する非線形射影は写像との相性で限

定されていたが, この証明方法を利用すればこれまでと違った写像と非線形射影の組合せ

で縮小射影法を利用できることも示した.

しかし, 縮小射影法は点列を構成する際に距離射影の正確な値を求める必要があるが,

一般的に距離射影の値を求めるのは容易ではない. そこで, 木村 [17]はこの問題を解決す

るために, 点列に誤差を含んだ縮小射影法を測地距離空間上で提案した. 近似法において

誤差を認める場合には, 誤差級数の収束を条件に課すことが多い. しかし, この手法は誤

差級数の収束どころか, 誤差数列が 0に収束しなくても, 近似法において有益な成果が得

られることを提示した. さらに, 木村 [18]はバナッハ空間においても, この総和不可能誤

差を持つ縮小射影法において不動点への近似定理を得た. 定理 1.1と比較のためヒルベル

ト空間のケースで引用する ( [19]も参照).

定理 1.2（ [18]） H を実ヒルベルト空間とし, C を H の空でない有界な閉凸部分集合

とし, T を C から H への F (T )が空でない非拡大写像とする. {δn}を非負の有界な実数

列とし, δ0 = lim supn→∞
δn とする. uを H の任意の元として, 点列 {xn}を次のように

構成する: x1 ∈ C, C1 = C とし, n ∈ Nに対して

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖Txn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

xn+1 ∈ {z ∈ Cn+1 : ‖u− z‖2 ≤ d(u,Cn+1)
2 + δn+1}

とする. このとき
lim sup
n→∞

‖xn − Txn‖ ≤ 2
√

δ0.

となる. さらに, δ0 = 0のとき点列 {xn}は PF (T )x0 に強収束する.

なお, 木村 [18]は, 定理 1.2より一般的な擬非拡大写像に関する近似定理を得ている.

2019年に竹内 [30]は, 木村 [17]とは違ったアプローチでこの問題を解決するための許

容範囲を持つ縮小射影法をバナッハ空間で提案した. なお, 定理 1.1と比較のためヒルベ

ルト空間のケースで引用する.

定理 1.3（ [30]） H を実ヒルベルト空間とし, C を H の空でない閉凸部分集合とし, T

を C からH への F (T )が空でない堅非拡大写像 (firmly nonexpansive mapping) *3 とす

*3T が堅非拡大写像であるとは, 任意の x, y ∈ C に対して ‖Tx− Ty‖2 ≤ 〈x− y, Tx− Ty〉が成立すること
である.
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る. x0をH の任意の元とし, w1を C の任意の元とする. 点列 {xn}と {yn}を次にように

構成する: D1 = {y ∈ C : 〈Tw1−y, w1−Tw1〉 ≥ 0}, x1 = PD1
x0, A1 = C \ (D1∪{w1}),

y1 ∈ A1 とし, n ∈ N に対して

Dn+1 = {y ∈ Dn : 〈Tyn − y, yn − Tyn〉 ≥ 0}, xn+1 = PDn+1
x0,

An+1 = {y ∈ Dn : ‖x0 − y‖ ≤ ‖x0 − xn+1‖, y %= yn}, yn+1 ∈ An+1

とする. このとき, 以下のいずれかが成立する.

1. すべての n ∈ N に対して An %= ∅ が成り立つ. この場合, {xn} と {yn} は共

PF (T )x0 へ強収束する.

2. ある k ∈ N に対して Ak = ∅ が成り立つ. この場合, uk−1 ∈ F (T ) または

w1 ∈ F (T )である.

本論文では, これらの縮小射影法と 2つの改良された縮小射影法と近接点法を融合させ

た手法を扱う. はじめにヒルベルト空間での研究を示し, 次にバナッハ空間の研究も示す.

2 ヒルベルト空間における縮小射影法

2.1 準備

本論文では, H を実ヒルベルト空間 (real Hilbert space) とし, 内積 (inner product) を

〈·, ·〉で表し, この内積から導かれるノルム (norm) を ‖ · ‖で表す. 以降, 本論文ではヒル

ベルト空間はすべて実空間とする. C を H の閉凸部分集合とする. このとき, H の任意

の元 xに対して
‖x− x0‖ = min

y∈C
‖x− y‖

となる C の元 x0 が一意に存在する. このような C の元 x0 を PCxで表し, PC をH から

C の上への距離射影 (metric projection) と呼ぶ.

多価写像 A − H →H に対して, A の定義域 (domain)と A の値域 (range) は

D(A) = {x ∈ H : Ax %= ∅}, R(A) = ∪{Ax : x ∈ D(A)}

で定義される. 多価写像 A − H →H が単調作用素 (monotone operator) であるとは, 任

意の (x1, x2), (y1, y2) ∈ A に対して

〈x1 − y1, x2 − y2〉 ≥ 0

がつねに成り立つことと定義する. 単調作用素 Aが極大 (maximal) であるとは, A を真

に含む単調作用素 A0 − H →H が存在しないときいう. すなわち, A0 − H →H が単調

作用素で, かつ A − A0 であるならば, A = A0 となるときをいう. 単調作用素 Aが極大

であることの必要十分条件は, 任意の r > 0に対して R(I + rA) = H が成立することで

ある. ただし, I は H 上の恒等写像 (identity mapping) である.
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A − H →H を極大単調作用素とする. このとき, 零点集合 A−10は閉凸集合となる. さ

らに, 任意の x ∈ H と r > 0に対して,

x ∈ xr + rAxr

を満たす xr ∈ D(A)が一意に存在することが知られている. このような点 xr を Jrxで表

し, Jr は Aのリゾルベント (resolvent) と呼ばれ, Jr = (I + rA)−1 である ( [25–27] 等を

参照).

2.2 縮小射影法

2009年に井上-高橋-善林 [13]は縮小射影法と近接点法を融合させて極大単調作用素の

零点を求める近似法を提案し, バナッハ空間において強収束定理を得た. 定理 1.1と比較

のためヒルベルト空間のケースで引用する.

定理 2.1（ [13]） H をヒルベルト空間とし, A − H →H を A−10が空でない極大単調

作用素とする. {rn}を [a,∞[の実数列とする. ただし, a > 0である. 点列 {xn}を次の

ように構成する: x0 = x ∈ H, C0 = H とし, n ∈ N ∪ {0}に対して

yn = Jrnxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

xn+1 = PCn+1
x

とする. このとき点列 {xn}は PA−10xに強収束する.

なお, 井上-高橋-善林 [13]は定理 2.1より一般的な, バナッハ空間において極大単調作

用素の零点集合と非線形写像の不動点集合の共通要素を求める強収束定理を得ている.

2017年に茨木 [6]は木村 [17]の提案した, 総和不可能誤差を持つ縮小射影法と近接点法

を融合させ, ヒルベルト空間において極大単調作用素の零点に対しての近似定理を得た.

定理 2.2（ [6]） H をヒルベルト空間とし, A − H →H を A−10 が空でない極大単調作

用素とする. {rn}を lim infn→∞ rn > 0 を満たす正の実数列とし, {δn}を非負の実数列と

し, δ0 = lim supn→∞
δn とする. uを H の任意の元として, 点列 {xn}を次のように構成

する: x1 ∈ H, C1 = H とし, n ∈ Nに対して

yn = Jrnxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈yn − z, xn − yn〉 ≥ 0},

xn+1 ∈ {z ∈ Cn+1 : ‖u− z‖2 ≤ d(u,Cn+1)
2 + δ2n+1}

とする. このとき
lim sup
n→∞

‖xn − yn‖ ≤ δ0.

となる. さらに, δ0 = 0のとき点列 {xn}は PA−10uに強収束する.
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2024年には, 茨木-梶葉-中野 [9]が竹内 [30]の提案した許容範囲を持つ縮小射影法と近

接点法を融合させ, ヒルベルト空間において極大単調作用素の零点を求める強収束定理を

得た.

定理 2.3（ [9]） H をヒルベルト空間とし, A − H →H を A−10 が空でない極大単調作

用素とする. {rn}を lim infn→∞ rn > 0 を満たす正の実数列とする. x0 を H の任意の元

とし, 点列 {xn}と {un}を次にように構成する. C1 = D1 = H, x1 = PC1
x0, u1 ∈ D1 と

し, n ∈ Nに対して

yn = Jrnun,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈yn − z, un − yn〉 ≥ 0}, xn+1 = PCn+1
x0,

Dn+1 = {y ∈ Cn : ‖x0 − y‖ ≤ ‖x0 − xn+1‖, y %= un}, un+1 ∈ Dn+1

とする. このとき, 以下のいずれかが成立する.

1. すべての n ∈ N に対して Dn %= ∅ が成り立つ. この場合, {xn} と {un} は共に

PA−10x0 へ強収束する.

2. ある k ∈ N \ {1}に対して Dk = ∅が成り立つ. この場合, uk−1 ∈ A−10である.

3 バナッハ空間における縮小射影法

3.1 準備

E を実バナッハ空間 (real Banach space) とし, E∗ を E の共役空間 (dual space) とす

る. 以降, 本論文ではバナッハ空間はすべて実空間とする. E の元 x に対し, E∗ の部分

集合
Jx = {x∗ ∈ E∗ : 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}

を対応させる写像 J を正規化双対写像 (normalized duality mapping) と呼ぶ. なお, ヒ

ルベルト空間においては J は恒等写像となる. バナッハ空間 E がカデック・クリー条件

(Kadec-Klee property) を満たすとは, E の点列 {xn}が xに弱収束し, 実数列 {‖xn‖}が

‖x‖へ収束するときは, 常に点列 {xn}が xに強収束することをいう.

バナッハ空間において, ヒルベルト空間における距離射影の拡張を考える. 回帰的な狭

義凸バナッハ空間においてヒルベルト空間と同様の形式で距離射影 (metric projection)

が定義できる ( [28]等を参照). 次に, 別の形式での拡張を定義する. E を滑らかなバナッ

ハ空間とする. このとき, E の元 x, y に対して

V (x, y) = ‖x‖2 − 2〈x, Jy〉+ ‖y‖2

で E → E から R の関数 V を定義する. この関数 V 関しては次のような性質が知られて

いる ( [1, 11,16]を参照).

1. E の元 x, y に対して, (‖x‖ − ‖y‖)2 ≤ V (x, y) ≤ (‖x‖+ ‖y‖)2 である,
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2. E の元 x, y に対して, V (x, y) + V (y, x) = 2〈x− y, Jx− Jy〉 である,

3. E の元 x, y, z に対して, V (x, y) = V (x, z) + V (z, y) + 2〈x− z, Jz − Jy〉である,

4. E が狭義凸ならば, E の元 x, yに対して V (x, y) = 0 であるための必要十分条件は

x = y である.

E を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, C を E の空でない閉凸部分集合とする.

このとき, 任意の E の元 xに対し

V (x0, x) = min
y∈C

V (y, x)

となる C の元 x0 が一意に存在する. このような C の元 x0 を ΠCxで表し, ΠC を E か

ら C の上への準距離射影 (generalized projection) と呼ぶ ( [1]を参照). また, Dを E の

空でない部分集合で, E∗ で JD が閉凸集合であるとする. このとき E から D への写像

RD を
RD := J−1Π∗

JDJ

で定義するとき RD をサニー準非拡大射影と呼ぶ ( [11, 21]を参照). ただし, Π∗

JD は E∗

から JD の上への準距離射影である. 準距離射影とサニー準非拡大射影はヒルベルト空

間で定義された距離射影のバナッハ空間での拡張概念である ( [1, 11, 16]を参照). すなわ

ち, これらの射影はヒルベルト空間では一致する. このことは, ヒルベルト空間において

は J = I となることから容易に導ける.

E を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とする. 多価写像 A − E → E∗ に対して, A

の定義域 (domain)と Aの値域 (range) は

D(A) = {x ∈ E : Ax %= ∅}, R(A) = ∪{Ax : x ∈ D(A)}

で定義される. 多価写像 A − E →E∗ が単調作用素 (monotone operator) であるとは, 任

意の (x, x∗), (y, y∗) ∈ Aに対して

〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0

がつねに成り立つことと定義する. 単調作用素 Aが極大 (maximal) であるとは, A を真

に含む単調作用素 A0 − E → E∗ が存在しないときいう. すなわち, A0 − E → E∗ が単調

作用素で, かつ A − A0 であるならば, A = A0 となるときをいう.

A − E → E∗, B − E∗ → E を極大単調作用素とする. このとき, 任意の r > 0に対して

R(I + rJ−1A) = J−1(R(J + rA)) = R(I + rBJ) = E

となることが知られている ( [3, 11, 26] を参照). また, D(A) と D(B) の閉包 D(A) と

D(B) は凸集合となることも知られている ( [24]を参照).
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このことより次の 3つの写像が定義できる. 任意の r > 0に対して

Pr = (I + rJ−1A)−1 : E → D(A);

Qr = (J + rA)−1J : E → D(A);

Rr = (I + rBJ)−1 : E → D(B).

これらの写像は順に, (P)型リゾルベント (the resolvent of type (P)), (Q)型リゾルベン

ト (the resolvent of type (Q)) 及び (R)型リゾルベント (the resolvent of type (R)) と

呼ばれる. これら 3つのリゾルベントはヒルベルト空間で定義されたリゾルベントのバ

ナッハ空間での拡張概念である ( [2, 5, 7, 11, 28]等を参照). すなわち, これらのリゾルベ

ントはヒルベルト空間では一致する. このことは, ヒルベルト空間においては J = I とな

ることから容易に導ける.

3.2 縮小射影法

本項では, バナッハ空間において (P) 型, (Q) 型及び (R) 型のリゾルベントを用いて,

高橋-竹内-窪田 [29]の縮小射影法を扱う. 縮小射影法に用いる非線形射影は距離射影を用

いた結果を中心に紹介する.

2009年に木村-高橋 [20]は (Q)型リゾルベントを用いて, 極大単調作用素の零点への強

収束定理を得た.

定理 3.1（ [20]） E を回帰的な狭義凸バナッハ空間でフレッシェ微分可能なノルムを持

ち, カデック・クリー条件を満たすとし, A − E→E∗を A−10が空でない極大単調作用素

とする. {αn}を lim infn→∞ αn < 1を満たす [0, 1]の実数列とし, {rn}を infn∈N rn > 0

を満たす正の実数列する. x を E の任意の元とし, 点列 {xn} を次にように構成する:

x1 ∈ E, C1 = E とし, n ∈ N に対して

yn = J−1(αnJxn + (1− αn)JQrnxn),

Cn+1 = {z ∈ Cn : V (z, yn) ≤ V (z, xn)},

xn+1 = PCn+1
x

とする. このとき, {xn}は PA−10xへ強収束する.

なお, 第 2節 2.2項で紹介した定理 2.1もバナッハ空間においては (Q)型リゾルベント

を用いた縮小射影法の成果であるが非線形射影として準距離射影を用いており, 定理 3.1

は距離射影が用いられている.

2013年に茨木 [4]は (P)型リゾルベントを用いた縮小射影法に関する成果を得た.

定理 3.2（ [4]） E を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間でカデック・クリー条

件を満たすとし, A − E → E∗ を A−10 が空でない極大単調作用素とする. {αn} を

lim infn→∞ αn < 1 を満たす [0, 1[ の実数列とし, {rn} を lim infn→∞ rn > 0 を満たす正

の実数列する. 点列 {xn}を次にように構成する: x1 = x ∈ E, C1 = E とし, n ∈ N に対
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して

yn = αnxn + (1− αn)Prnxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈yn − z, J(xn − yn)〉 ≥ 0},

xn+1 = PCn+1
x

とする. このとき, {xn}は PA−10xへ強収束する.

(R)型リゾルベントを用いた縮小射影法に関しては, 距離射影を用いた成果がないため,

2008年に茨木 [12]がサニー準非拡大写像を用いた次の強収束定理を紹介する. なお, 距

離射影を用いた定理も定理 3.1及び 3.2の証明を参考にすれば得ることが出来るだろう.

定理 3.3（ [12]） E を一様凸バナッハ空間で一様ガトー微分可能なノルムを持つとし,

B − E∗ → E を B−10 が空でない極大単調作用素とする. {αn} を lim supn→∞
αn < 1

を満たす [0, 1[の実数列とし, {rn}を lim infn→∞ rn > 0を満たす正の実数列する. 点列

{xn}を次にように構成する: x1 = x ∈ E, C1 = E とし, n ∈ Nに対して

yn = αnxn + (1− αn)Rrnxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : V (yn, z) ≤ V (xn, z)},

xn+1 = RCn+1
x

とする. このとき, {xn}は R(BJ)−10xへ強収束する.

3.3 総和不可能誤差を持つ縮小射影法

本項では, バナッハ空間において (P) 型, (Q) 型及び (R) 型のリゾルベントを用いて,

木村 [17]の総和不可能誤差を持つ縮小射影法を扱う. 本項でも縮小射影法に用いる非線

形射影は距離射影を用いた結果を中心に紹介する. まず初めに次の定理を紹介する.

定理 3.4（ [31]） Eをバナッハ空間とし, rを正の実数とする. Br = {z ∈ E : ‖z‖ ≤ r}

としたとき以下が成立する.

(i) E が一様凸ならば, g
r
(0) = 0となる [0, 2r]から [0,∞[への連続で狭義単調増加な

凸関数 g
r
が存在し, Br の任意の元 x, y と [0, 1]の任意の実数 αに対して

‖αx+ (1− α)y‖2 ≤ α‖x‖2 + (1− α)‖y‖2 − α(1− α)g
r
(‖x− y‖)

を満たす.

(ii) E が一様に滑らかならば, gr(0) = 0となる [0, 2r]から [0,∞[への連続で狭義単調

増加な凸関数 gr が存在し, Br の任意の元 x, y と [0, 1]の任意の実数 α に対して

‖αx+ (1− α)y‖2 ≥ α‖x‖2 + (1− α)‖y‖2 − α(1− α)gr(‖x− y‖)

を満たす.
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2016年に茨木 [5]は, 定理 3.4で存在性が示された関数 gr と g
r
を用いて, (P)型およ

び (Q)型リゾルベントに対する総和不可能誤差を持つ縮小射影法を示した.

定理 3.5（ [5]） E を滑らかな一様凸バナッハ空間とし, A − E → E∗ を A−10 が空で

なく, D(A) が有界な極大単調作用素とする. {rn} を lim infn→∞ rn > 0 を満たす正の

実数列とし, r を Br が D(A) を含むような正の実数とする. {δn} を非負の実数列とし,

δ0 = lim supn→∞
δn とする. uを E の任意の元として, 点列 {xn}を次のように構成する:

x1 = x ∈ D(A), C1 = D(A)とし, n ∈ Nに対して

yn = Prnxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈yn − z, J(xn − yn)〉 ≥ 0},

xn+1 ∈ {z ∈ Cn+1 : ‖u− z‖2 ≤ d(u,Cn+1)
2 + δn+1}

とする. このとき
lim sup
n→∞

‖xn − yn‖ ≤ g−1
r
(δ0)

となる. さらに, δ0 = 0のとき点列 {xn}は PA−10uに強収束する.

定理 3.6（ [5]） E を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間とし, A − E →E∗ を A−10 が

空でなく, D(A) が有界な極大単調作用素とする. {rn}を lim infn→∞ rn > 0 を満たす正

の実数列とし, rを Br が D(A)を含むような正の実数とする. {δn}を非負の実数列とし,

δ0 = lim supn→∞
δn とする. uを E の任意の元として, 点列 {xn}を次のように構成する:

x1 = x ∈ E, C1 = E とし, n ∈ Nに対して

yn = Qrnxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈yn − z, Jxn − Jyn〉 ≥ 0},

xn+1 ∈ {z ∈ Cn+1 : ‖u− z‖2 ≤ d(u,Cn+1)
2 + δn+1}

とする. このとき
lim sup
n→∞

‖xn − yn‖ ≤ g−1
r

(

gr
(

g−1
r
(δ0)

)

)

となる. さらに, δ0 = 0のとき点列 {xn}は PA−10uに強収束する.

なお, [5]においては, 定理 3.5及び定理 3.6の Aの条件は極大単調作用素より弱い条件

の定理を示している.

(R) 型リゾルベントを用いた総和不可能誤差を持つ縮小射影法に関しては, 2017 年に

茨木 [7]がサニー準非拡大写像を用いた次の近似定理を紹介する. なお, 距離射影に関し

ては, 実数列 {rn}が定数に限定した形で Ibaraki-Saejung [10]が成果を得ている.

定理 3.7（ [7]） E を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間とし, B − E∗ →E を B−10 が

空でなく, D(B)が有界な極大単調作用素とする. {rn}を infn∈N rn > 0 を満たす正の実

数列とし, r を Br が D(B)を含むような正の実数とする. {δn}を非負の有界な実数列と
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し, δ0 = lim supn→∞
δn とする. uを E の任意の元として, 点列 {xn}を次のように構成

する: x1 = x ∈ D(BJ), C1 = D(BJ)とし, n ∈ Nに対して

yn = Jrnxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈xn − yn, Jyn − Jz〉 ≥ 0},

xn+1 ∈ {z ∈ Cn+1 : V (u, z) ≤ inf{V (u, v) : v ∈ Cn+1}+ δn+1}

とする. このとき
lim sup
n→∞

‖xn − yn‖ ≤ g−1
r

(

g∗r
(

g∗
r

−1(δ0)
)

)

.

となる. さらに, δ0 = 0のとき点列 {xn}は R(BJ)−10uに強収束する. ただし, 関数 g∗
r
と

g∗r とは定理 3.4を E∗ で適用し, 順に (i), (ii)で得られた関数である.

3.4 許容範囲を持つ縮小射影法

最後に本項では, バナッハ空間において (P)型, (Q)型及び (R)型のリゾルベントを用

いて, 竹内 [30]の許容範囲を持つ縮小射影法を扱う. 最近, 茨木-梶葉 [8]がこれら 3つの

リゾルベントに関しての成果を得ている.

定理 3.8（ [8]） E を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間でカデック・クリー条

件を満たすとする. A − E → E∗ を A−10 が空でない極大単調作用素とし, {rn} を

lim infn→∞ rn > 0を満たす正の実数列する. x0 を E の任意の元とし, 点列 {xn}と {un}

を次にように構成する: C1 = D1 = E, x1 = PC1
x0, u1 ∈ D1 とし, n ∈ N に対して

yn = Prnun,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈yn − z, J(un − yn)〉 ≥ 0}, xn+1 = PCn+1
x0,

Dn+1 = {y ∈ Cn : ‖x0 − y‖ ≤ ‖x0 − xn+1‖, y %= un}, un+1 ∈ Dn+1

とする. このとき, 以下のいずれかが成立する.

1. すべての n ∈ N に対して Dn %= ∅ が成り立つ. この場合, {xn} と {un} は共に

PA−10x0 へ強収束する.

2. ある k ∈ N \ {1}に対して Dk = ∅が成り立つ. この場合, uk−1 ∈ A−10である.

定理 3.9（ [8]） E を回帰的な狭義凸バナッハ空間でフレッシェ微分可能なノルムを持

ち, カデック・クリー条件を満たすとする. A − E → E∗ を A−10が空でない極大単調作

用素とし, {rn}を lim infn→∞ rn > 0を満たす正の実数列する. x0 を E の任意の元とし,

点列 {xn} と {un} を次にように構成する: C1 = D1 = E, x1 = PC1
x0, u1 ∈ D1 とし,

n ∈ N に対して

yn = Qrnun,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈yn − z, Jun − Jyn〉 ≥ 0}, xn+1 = PCn+1
x0,

Dn+1 = {y ∈ Cn : ‖x0 − y‖ ≤ ‖x0 − xn+1‖, y %= un}, un+1 ∈ Dn+1

とする. このとき, 以下のいずれかが成立する.
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1. すべての n ∈ N に対して Dn %= ∅ が成り立つ. この場合, {xn} と {un} は共に

PA−10x0 へ強収束する.

2. ある k ∈ N \ {1}に対して Dk = ∅が成り立つ. この場合, uk−1 ∈ A−10である.

定理 3.10（ [8]） E を回帰的な狭義凸バナッハ空間でフレッシェ微分可能なノルムを

持ち, カデック・クリー条件を満たすとする. B − E∗ → E を B−10 空でない極大単調作

用素とし, {rn}を lim infn→∞ rn > 0を満たす正の実数列する. x0 を E の任意の元とし,

点列 {xn}と {un}を次にように構成する. C1 = D1 = E, x1 = J−1P ∗

JC1
Jx0, u1 ∈ D1 と

し, n ∈ N に対して

yn = Rrnun,

Cn+1 = {z ∈ Cn : 〈un − yn, Jyn − Jz〉 ≥ 0}, xn+1 = J−1P ∗

JCn+1
Jx0,

Dn+1 = {y ∈ Cn : ‖Jx0 − Jy‖ ≤ ‖Jx0 − Jxn+1‖, y %= un}, un+1 ∈ Dn+1

とする. このとき, 以下のいずれかが成立する.

1. すべての n ∈ N に対して Dn %= ∅ が成り立つ. この場合, {xn} と {un} は共に

J−1P ∗

B−10Jx0 へ強収束する.

2. ある k ∈ N \ {1}に対してDk = ∅が成り立つ. この場合, uk−1 ∈ (BJ)−10である.

ただし, P ∗

K∗ は E∗ から E∗ の空でない閉凸集合K∗ の上への距離射影である.

4 まとめ

本論文では, 極大単調作用素の零点問題の解を求める手法である近接点法と, 不動点近

似法の研究で導入された縮小射影法及び 2つの改良され縮小射影法との融合をヒルベル

ト空間およびバナッハ空間で考察した. 近接点法には極大単調作用素から生成されるリゾ

ルベント作用素が利用されるが, ヒルベルト空間からバナッハ空間に拡張する際に複数の

拡張がある. 本論文では (P)型, (Q)型および (R)型の 3つのリゾルベントを扱った. ま

た, ヒルベルト空間における縮小射影法には距離射影が用いられるが, ヒルベルト空間か

らバナッハ空間に拡張する際に非線形射影も複数の拡張があり, 距離射影, 準距離射影お

よびサニー準非拡大射影を扱った. 準距離射影とサニー準非拡大射影の 2つは双対関係に

なっており, 準距離射影を用いて (R)型リゾルベントを扱う際に, 非線形射影の表現とし

てサニー準非拡大射影が利用される. 距離射影を用いて (R)型リゾルベントを扱った定

理 3.10 と準距離射影とサニー準非拡大射影の双対関係を比較してみれば理解しやすいだ

ろう. これらより, ヒルベルト空間からバナッハ空間への拡張は, 3つのリゾルベントと 2

つの非線形射影のタイプの 6つの組み合わせに拡張できることがわかるだろう. 本論文で

は距離射影を用いた成果を中心に紹介したが, 扱っていない組み合わせも同様に導き出す

ことが出来る.
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